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Part 1

Processus en temps discret



Chapter 1

Notions de processus

1.1 Généralités sur les processus

On se place sur un espace de probabilités (2, F,P).

Par définition, un processus aléatoire en temps discret est une suite de variables
aleatoires (X, )nen toutes définies sur (2, F,P).

Le paramétre n joue le réle du temps. Le but est en général de modéliser un
phénomeéne qui évolue, comme par exemple le cours de la bourse, la propagation
d’une épidémie, ou encore 1’évolution d’une opinion mesurée semaine aprés semaine
par un sondage.

NB. Il est important de distinguer la loi d’un processus (X,)nen de la suite des
lois des X,. La premiére notion englobe linformation des corrélations entre les
variables, mais pas la deuziéme.

Définition 1.1.1 (Filtrations). Une filtration de (Q, F,P) est une suite croissante
(Fu)nen de sous-tribus de F, i.e. Fy C Fi C Fa... C F. On dit aussi que
(QF, (Frn)nen, P) est un espace de probabilité filtré.

Un processus (X, )nen est dit adapté a la filtration (Fp)nen st pour tout n € N,
X, est Fp-mesurable.

Informellement, on peut penser & la sous-tribu F,, comme étant l'information
acquise au temps n.

Exemple 1.1.1. 1. Si (X,)nen est une suite (quelconque) de variables aléa-
toires définies sur (Q, F,P), FX := o0(Xo,..., Xp) définit une filtration, ap-
pelée filtration canonique du processus (Xp)nen. C’est la plus petite filtration
rendant le processus (Xp)nen adapté.

2. Prenons Q = [O,‘l), F la tribu borelienne et P la mesure de Lebesque. Posons
Fni=0 ([12—71’ 2%) =1, 2”). C’est une filtration de [0,1), appelée filtra-
tion dyadique.

NB. Dans toute la suite, il y aura implicitement un espace de probabilité filtré, qui
ne sera pas toujours rendu explicite, et les notions seront bien entendu relatives a
cet espace.



1.2 Quelques exemples de base

1.2.1 Marches aléatoires

L’exemple le plus emblématique de processus aléatoire est celui de la marche aléa-
toire en dimension un :

Exemple 1.2.1 (Marche aléatoire simple sur Z). On part du point 0, et ¢ chaque
instant n on choisit une direction uniformément au hasard (droite ou gauche), et
on fait un pas dans cette direction.

Plus ezactement, Xo =0, et (en)nen est une suite de variables de Rademacher,
c’est a dire uniformes sur {—1,1}, et X, 41 = Xy, + eny1. De maniére équivalente,

Xn =306

La filtration canonique de ce processus est donnée par o(Xy,...,X,) =

o(e0,.--En).
De maniére similaire, on peut définir une marche aléatoire biaisée de paramétre
p € [0,1] en sommant des variables ¢; avec P(g; = 1) =1 —P(¢g; = —1) = p. On

parlera alors de marche aléatoire simple asymmétrique de paramétre p.
On peut généraliser cet exemple & des lois de saut arbitraire, et en dimension
arbitraire.

Exemple 1.2.2 (Marche aléatoires sur RY). Soit (Y;) une suite de v.a. i.i.d. sur
R?, de loi u. La marche aléatoire avec condition initiale Xo et loi de saut p est
donnée par X,, := Xo+ > i, Yi.

On peut également considérer des marches aléatoires sur des graphes plus
généraux que Z ou Z%:

Exemple 1.2.3 (Marches aléatoires sur les graphes). Soit G = (S, A) un graphe.
Une marche aléatoire simple sur le graphe G est une suile de variables aléatoires
(Xn)nen 6 valeurs dans G, telle que conditionnellement 4 {X,, = x} la loi de X1
est uniforme sur l'ensemble des voisins de x, ¢’est a dire

_ I[(ac,y)EA
[{z; (2, 2) € A}|

P(Xpy1 = y| Xy = )

1.2.2 Processus de Galton-Watson

Les processus de Galton-Watson sont utilisés pour modéliser 1’évolution du nombre
d’individus d’une espéce asexuée, ou chaque individu d’une génération donnée se
reproduit indépendamment des autres individus (duplication de cellules...).

Pour les définir, on considére une suite (Xﬁ)kmeN* de v.a. i.i.d. & valeurs dans
N, ott X* représente le nombre d’enfants du k-iéme individu de la génération n,
ainsi qu’une taille de population initiale donnée par une v.a. Ng. Alors le processus
est donné par

Ny,

k

Npy1:= Y _ XF.
k=1

La filtration canonique de ce processus o(Np,...,N,) est différente de
o((XF)icn), car cette derniére contient plus d’information que juste les tailles
totales des populations.



Exercice 1.2.1. Calculer l'espérance et la variance de Ny en fonction de celles de
XL,

Solution 1.2.1. On a la relation de récurrence

N’!L

E{Nut1] = E[E[Ny|Nal] = E [E |3 X5 | Vo | | = EINJELX]).
k=1

Donc E[N,] = E[No|E[X{]".
De méme, en posant m = E[X{], on a
E[N311] = E[E[N: 1 |Na]] = E[NAJE[(X7)*+E[Nn (N —D]E[X]]? = E[NJm*+E[N,] Var(X1).

Posons u, = E[N2m~=". On a

Unt1 = Up + E[No] Var(Xi)m "2

Donc ) .
» = E[N2] + E[N, Xhym—22 "
u [Ng] + E[No] Var(X;)m 1
et )
2 21, 2n "t —m"
D’ou

E[X]?" — E[X{]"

Var(N,,) = Var(No)E[X{]*" + E[No] Var(X}) E[X{]? - E[X{]

L’espérance de X gouverne donc la croissance de la taille de la population.

1.2.3 Files d’attente

Un exemple de modéle (trés basique) pour le nombre de personnes en train
d’attendre dans une file est celui d’une suite de variables aléatoires sur N, o X,
représente le nombre de personnes dans la file a I'instant n, et avec la loi condition-
nelle

P(Xpy1 = k+11Xn = k) = p; P(Xns1 = k—1|Xp = k) = ¢; P(Xpp1 = k| Xn = k) =7

avec p+q+r =1

On peut aussi voir ce processus comme une marche aléatoire (possiblement
asymetrique) sur N.

Pour modéliser le nombre de gens attendant & des caisses de supermarché, on
peut considérer plusieurs files d’attente en interaction, ot les probabilités d’arriver
a un instant donné sont dépendantes du nombre de gens dans chaque file (par
exemple, il ne peut arriver quelqu’un que dans la file avec le moins de monde).



1.3 Temps d’arrét

Définition 1.3.1. Une v.a. T : Q — N = NU {oco} est appelé temps d’arrét de
la filtration (Fp)nen st pour tout n on a {T' =n} € F,.

Interprétation : on joue & un jeu modélisé par des v.a. Un temps d’arrét
représente un instant auquel on décide de s’arréter, qui doit étre fonction de
I'information connue & ce moment 1a (i.e. on ne connait pas le futur).

Remarque 1.3.1. [l est équivalent de demander {T < n} € F,, on pourra utiliser
ces deux définitions de maniére interchangeable. En effet, si pour tout n {T <
n} € Fpn, alors {T = n} = {T < n}N{T < n—1}° € F,, en utilisant la
propriété de filtration. Réciproquement, si pour tout n on a {T = n} € F, alors
{T < n} = Upn{T = k} € F,. De méme, on peut utiliser {T' > n} dans la
définition au lieu de {T = n}, par passage au complémentaire.

La valeur oo est autorisée. En effet, {T' = 0o} = (U,en{T =n}), donc {T =
00} € 0 (Upen Fn)-

On aura souvent & prouver T' < co p.s. dans des cas concrets.
Exemple 1.3.1. 1. T =k €N fizé est un temps d’arrét.

2. Si (X,,) est un processus adapté & valeurs dans R? et A un borelien de R?,
alors

Ty :=inf{n e N;Y, € A}
est un temps d’arrét, appelé temps d’atteinte de A. En effet,

{TA = n} = {X(] ¢ A,X1 ¢ A, ...,Xn,1 ¢ A,Xn € A} S O‘(X(], ,Xn) C Fn.

3. En revanche, pour N fixé, Ly = sup{n < N,X,, € A} n'est pas un temps
d’arrét en général. En effet, pour déterminer que le processus ne reviendra
pas dans l'ensemble A aprés un temps donné demanderait de connaitre le
futur. Interprétation : il n’est pas possible de vendre des actions a leur priz
mazimal sur 'année.

Regardons un exemple plus en détails. Soit (X,) une marche aléatoire simple
symétrique sur Z, issue de 0. Soit €, = X,, — X,,_1, de sorte que (&p)nen+ est
une suite de variables iid uniformes sur {—1,1}. On considére le temps d’arrét
T := inf{n > 1; X,, = 0}, appelé temps de premier retour en 0. Montrons que
T < oo p.s.

Tout d’abord, nous allons montrer que pour tout p € N, on a P(—p < inf X, <
sup X, < p) = 0. Notons B,, cet événement. Soit k > 2p, et posons

Aj ={erjr1 = Lierjpa =1, €041y = 1}
Onal|JA; C Bj. Les Aj sont indépendants, et de probabilité strictement positive.
Donc, par le lemme de Borel-Cantelli, P(|J A;) = 1, et donc P(B,) = 0. On a donc
Plinf X,, < —p] + P[sup X,, >p] > 1
= P[inf X;, = —oo] + P[sup X,, = +00] > 1
= Plinf X,, = —o0] = P[sup X, = +o0] > 0.



ol pour la derniére étape on a utilisé la symétrie du processus. Or
{sup X, = +o0} C m o( Xk, Xit1,---)
k>0

donc on peut utiliser la loi du 0-1 de Kolmogorov, et en déduire que sup X,, = +o0
presque strement, et de méme inf X,, = —oo presque stirement. On a donc bien
T < oo p.s., puisque pour passer de valeurs positives & des valeurs négatives le
processus doit repasser par l'origine.

Proposition 1.3.2. 1. Si S et T sont deuz temps d’arrét, alors max(S,T) et
min(S,T) en sont aussi.

2. St (Tx)ken est une suite de temps d’arrét, alors inf Ty, sup Ty, liminf T}, et
limsup T} en sont aussi.

Proof. 1. On a

{min(S,T) < n} = {S < n}U{T < n} € Fy;

{max(S,T) < n}={S <n}nN{T <n}eF,.

2. Nous allons montrer que inf T} et liminf 7}, sont des temps d’arrét, les deux
autres cas se prouvent de maniére similaire.

{inf T), < n} = U{Tk’ <n} € Fp;
k

{iminf T, <n} =) [ J{Tk <n} | € F.
J

k>j

O

Définition 1.3.3. Soit T un temps d’arrét. La tribu du passé jusqu’a instant T
est

Fr={AeF, YneN, AnN{T =n} e F,}.
Fr est bien une tribu, et si T'=k, on a bien Fr = Fj. En effet,
QN{T =n} ={T =n} e Fp,
et comme
Ae FrevVn, AN{T =n} € F,

et AN{T =n} ={T =n}\(AN{T =n}) € F,, on a bien A € Fpr = A° € Fr.
Enfin, si (Ax) est une suite d’évenment de Fr, alors

k

k

Proposition 1.3.4. Soient S et T deur temps d’arrét vérifiant S < T. Alors
Fg C Fr.



Proof. Soit A € Fg. On a

AN{T =n}=An{S<n}n{T=n} = O(Aﬂ{Szk})ﬁ{T:n},
k=0

or AN{S =k} € F C F,, donc on a bien AN{T =n} € F,. O

Proposition 1.3.5. Soit (Y,,) un processus adapté & valeurs réelles, et T un temps
d’arrét. La variable aléatoire

Yo (w) si T(w) = n;

lireonr Y =
(oY) {0 51 T'(w) = o0

est Fr-mesurable.

SiT < oo p.s., on notera Yr cette variable aléatoire, pour simplifier les notations.
En particulier, une variable aléatoire de la forme Y, 7 est F,,Aor mesurable, et donc
Fr mesurable via la Proposition [1.3.4]

Proof. Soit B un borelien. On a
{1T<OOYT€B}H{T:TL}:{YTLGB}Q{T:TL}G.Fn,

et donc on a bien {17 Yr € B} € Fr. O

1.4 Rappels sur la convergence de variables aléatoires

Définition 1.4.1 (Convergence presque stre). Une suite de variables aléatoires
(Xn)nen définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,P) converge presque stre-
ment vers une variable aléatoire X (définie sur le méme espace) si

PHw € O Xp(w) — X(w)}) =1.

Définition 1.4.2 (Convergence LP). Soit p > 1. Une suite de variables aléatoires
(Xn)nen définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,IP) converge au sens LP
vers une variable aléatoire X (définie sur le méme espace) si

E[X, — X|P] — 0.

Définition 1.4.3 (Convergence en probabilité). Une suite de variables aléatoires
(Xn)nen définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,IP) converge au sens LP
vers une variable aléatoire X (définie sur le méme espace) si pour tout € >0 on a

P(| X, — X| > &) — 0.

Définition 1.4.4 (Convergence en loi). Une suite de variables aléatoires (X )nen
converge en loi vers une vartable aléatoire X si pour toute fonction continue bornée
on a

E[f(Xn)] — E[f(X)].

NB. La convergence en loi est une notion de convergence d’une nature différente
que les trois premiéres : elle ne dépend que de la suite des lois, sans demander a
ce que les variables vivent sur un méme espace (2, F,P), ou qu’on tiennent compte
de corrélations.



Proposition 1.4.5 (Relations entre les notions de convergence). 1. La conver-
gence LP implique la convergence en probabilité;

2. La convergence p.s. implique la convergence en probabilité;
3. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Exemple 1.4.1. 1. Soit (Xp)nen+ une suite de variables indépendantes, avec
P(X,=0)=1-1/n et P(X,, =n) = 1/n. Alors X,, converge en probabilité
(et méme presque sirement) vers 0, mais pas dans LP, pour nimporte quel
p=1.

2. Soit I' = {(n,7);0 < j < n}, qu’on numérote dans l’ordre lexicographique.
Pour m = (n,j) €T, on pose Xpm = L((j_1)/n,j/m]- Les Xm forment une suite
de variables aléatoires sur ((0, 1], Leb). Comme la largeur des intervalles tend
vers 0, la suite (Xy,)men converge en probabilité vers 0. Toutefois, il existe
des indices arbitrairement grand tels que X,, = 1, et donc limsup X,,, = 1
p.s. En particulier, (X,n,)men ne converge pas p.s. vers 0.

3. N’importe quelle suite (X,) de variables aléatoires iid et non constante p.s.
converge en loi (puisque la loi ne change jamais), mais ne converge pas p.s.
En effet, la convergence en loi ne tient pas compte des corrélations entre les
X, mais la convergence p.s. peut en dépendre.

10



Chapter 2

Martingales

Dans toute cette partie, on ne considérera que des processus & valeurs réelles.

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2.1.1. Soit (X,,)nen un processus adapté a une filtration (Fp)nen, et
intégrable.

1. (Xy)nen est une martingale si ¥n on a BE(X,11]F,) = X,

2. (Xn)nen est une surmartingale si Vn on a E(X,4+1]|Fn) < Xn.
3. (Xn)nen est une sous-martingale si ¥n on a BE(X,11|F,) = X,.

Lorsque la filtration est la filtration canonique du processus, on parlera de
(sur/sous)-martingale, sans plus de précisions.

Une martingale est donc un processus dont en moyenne on n’attend pas
d’évolution. On interpréte souvent une martingale comme un jeu équitable : si
X, est Pavoir du joueur au temps n, et F, 'information dont le joueur dispose,
alors E[X,+1|F,] = X, signifie qu’en moyenne le joueur ne perd ni ne gagne. Une
surmartingale est un jeu défavorable (du point de vue du joueur), et une sous-
martingale un jeu favorable.

Remark 2.1.1. 1. Par récurrence sur £ —n, on peut montrer que si (X, )neN
est une martingale, alors pour tout £ > n >0 on a E[Xy|F,] = X,.

2. Par conséquence, on a aussi E[ X = E[X,,], i.e. espérance d’une martingale
reste constante au cours du temps.

3. Le processus (Xp)nen est une sous-martingale ssi (—X,)pen est une sur-
martingale. En conséquence, on énoncera souvent les théorémes pour les sur-
martingales, et ’analogue pour les sous-martingales suivra automatiquement.

Exemple 2.1.1. La marche aléatoire simple de parameétre p est une martingale si
p=1/2, une sous martingale si p > 1/2, et une surmartingale si p < 1/2.

Pour le montrer, on calcule

E[Xn—&—l‘fn] = E[Xn + €n+1’fn] = Xn + E[&H—l] = Xn + 2p -1

11



Plus généralement, un processus de la forme X, = > " | Y; avec les Y; iid a
valeurs réelles est une martingale ssi E[Y] = 0, une surmartingale ssi E[Y] < 0, et
une sous-martingale ssi E[Y] > 0.

Exemple 2.1.2. Le processus de population de Galton-Watson est une martingale
si E[X]] = 1, une sous-martingale si E[XJ] > 1 et une surmartingale si E[Xj] < 1

En effet, si N1 = Zii”l X{‘H avec les XF iid a valeurs entiéres et positives,
alors E[Ny, 41| Fn] = N,E[X]].

Exemple 2.1.3. Soit (F)nen une filtration et X une v.a. L' et mesurable par
rapport & Foo = 0 (UpJFy). Alors le processus défini par X, = E[X|F,] est une
martingale. Un processus de cette forme est appelé une martingale fermée.

Cette propriété est une conséquence immédiate de la croissance des filtrations
E[Xp11|Fn]) = E[EX|Fot1]|Fn] = E[X|F,] = X,. On verra plus tard que
beaucoup de martingales sont implicitement de cette forme.

Exemple 2.1.4. Si (X,,) est une suite décroissante et adaptée de variables aléa-
toires intégrables, alors c’est une surmartingale : E[X,,11|F,] < E[X,|F,] =X

Exercice 2.1.1. Montrer que si (X,) est une martingale avec X,, € L? pour tout
n >0, alors Vm,n on a

n+m—1

El(Xntm — X2 = > E[(Xier — X3,
k=n

Solution 2.1.1. Procédons par récurrence sur m. L’identité est trivialement vraie
pour m = 1. Supposons qu’elle est vraie pour un certain m > 1. On a alors

E[(Xn+m+1_Xn)2] = E[(Xn+m_Xn)2]+E[(Xn+m+l_Xn+m)2]+2E[(Xn+m+l_Xn-i-m)(Xn-i-m_Xn)]u

donc il suffit de montrer que le dernier terme a droite est nul. En conditionnant et
en utilisant la propriété de martingale

IE[(Xn+m—|—1 - Xn+m)<Xn+m - Xn)] - E[E[<Xn+m+1 - Xn+m)(Xn+m - Xn)’]:n+m]]
= E[(Xn+m - Xn)E[(Xn+m+1 - X7L+m)|fn+m]] = 07

ce qui conclut la preuve.

Une variante de cet argument montre que les incréments d’une martingale for-
ment une famille orthogonale dans L?. L’identité finale est alors une conséquence
du théoréeme de Pythagore.

Exercice 2.1.2. Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1). Pour tout n,
soit I, Uintervalle (aléatoire) de la forme [i/2", (i 4+ 1)/2™) qui contient U. Soit f
une fonction continue bornée sur [0, 1], et on pose

1

X, =
"Ly,

fdx.

1. Montrer que le processus (In)nen est adapté par rapport a la filtration
dyadique;
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2. Montrer que (X,)nen est une martingale par rapport a cette filtration, et
qu’elle converge p.s. vers f(U).

Solution 2.1.2. 1. On a bien {U € [i/2", (i +1)/2™)} € F,, et les événements
de cette forme suffisent & déterminer I,.

2. Conditionnellement o I, = [i/2",(i + 1)/2"), avec probabilité 1/2 on a
L1 = [2i/27F1 (20 + 1)/2"H1), et avec probabilité 1/2 on a I,41 = [(2i +
1)/27*t (2i +2)/2"). On a donc

E[Xn-&-lun] =

on+l  p(2i+1)/27H1 on+l  p(2i+2)/2nH!
/ / fdz = X,.
2 (

5 fdx +

’i/2"+1 2 2i+1)/2"+1

Pour la convergence p.s., comme f est continue sur le compact [0,1], elle est
uniformément continue. Soit € > 0 et & > 0 tel que si |x —y| < J, alors
|f(z) — f(y)| <e. Alors si 27" < §, pour tout x € I, on a |x —y| < 9, et
donc

1 [ gas— g <

On en déduit la convergence p.s. de X, vers f(U).

2.2 Quelques outils

2.2.1 Transformations de martingales

Proposition 2.2.1. Soit (X,,) un processus adapté et o une fonction conveze telle
que E[|p(X,)|] < oo pour tout n.

1. Si (Xp)nen est une martingale, alors (o(X,))nen est une sous-martingale.

2. Si ¢ est de plus croissante et si (X,)nen est une sous-martingale, alors
(o(Xn))nen est une sous-martingale.

Exemple 2.2.1. Si (X,)nen est une martingale, alors (X2),en est une sous-
martingale. En particulier, la variance d’une martingale croit avec le temps.

Proof. 1. D’aprés l'inégalité de Jensen,
Elp(Xn+1)|[Fn] 2 @(E[Xn+1][Fn]) = ¢(Xn).
2. Toujours en appliquant I'inégalité de Jensen, et la monotonie

Elp(Xn+1)|Fn] Z p(E[Xnt1]Fn]) = ¢(Xn)

car E[X,,+1|Fn] = Xn-
O

Définition 2.2.2. Une famille (H,) de variables aléatoires est dite prévisible si
Vn >1 H, est L' et F,_1-mesurable.

Informellement, une famille est prévisible si au temps n on connait déja Hyy1.

13



Proposition 2.2.3. Soit (X,)neny un processus adapté, et (Hp)nen une famille
prévisible et bornée. On pose (H - X)o := 0 et pour tout n > 1

(H-X)p:=> Hi(X;— X, 1).
=1

Alors

1. Si (Xp)nen est une martingale alors ((H - X)p)nen est aussi.

2. 51 (Xp)nen est une surmartingale et les H, sont tous positifs, alors ((H -
X)n)nen est aussi une surmartingale.

Proof. Tout d’abord, comme les H,, sont bornés, les variables (H - X),, sont bien
intégrables, et le processus est adapté, par construction.
Supposons que (X,,)nen est une martingale. Soit n € N. On a bien
E[(H X1 — (H - X)n|Fn] = E[Hn+1(Xn+1 - Xn)’]:n}
= n+1E[Xn+1 - Xn“/tn]
=0.

De méme, si (X, )nen est une surmartingale et les H,, sont positifs,

E[(H . X)n—i—l — (H : X)n’fn} = E[Hn(Xn-H - Xn)|"rn]
= H,E[X 41 — Xn|Fnl
< 0.

2.2.2 Décomposition de Doob-Meyer

Théoréme 2.2.4. Soit (X,,) un processus adapté et L. Il existe un unique proces-
sus prévisible (A,) et une unique martingale (My,) tels que Ay = My = 0 et pour
tout n = 1 on ait X,, = Xo+ A, + M,,. De plus, A, est donnée par

n—1
Ap = E[Xp1 — Xi|Fil. (2.1)
k=0
Proof. Par définition, (A,,) est bien un processus prévisible, donc il nous suffit de
montrer que le processus défini par M, = X,, — Xo — A,, est bien une martingale.
Tout d’abord, comme X,, et A, sont intégrables, M,, I’est aussi. De plus,

E(Mn+1 - Mn‘Fn) - E(Xn+1 - Xn\fn) - E(An+1 - An|Fn)
=E(Xpnt1 — Xn|Fn) — E(Xpt1 — Xn|Fn) =0,

et donc (M,,) est bien une martingale.

Montrons maintenant 'unicité. Supposons qu’il existe une martingale M’ et
un processus prévisible A’ tels que X = Xo + M’ + A’. Alors 4], — A], =
Xny1— Xp — (M), — M;). Comme A’ est prévisible, on a alors

;H*l - A;z = E[ ;1+1 - A/n‘-’rn] = E[Xn-&-l - Xn|~7:n] - E[ T/L+1 - M;z’]:n]
Comme M’ est une martingale, le second terme est nul. En sommant sur n on voit
que A" est bien donné par la formule (2.1)), donc coincide avec le processus A, et
nécessairement on a alors aussi M’ = M. O
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Exercice 2.2.1. Quelle est la décomposition de Doob-Meyer d’une marche aléatoire
simple asymmétrique, de paramétre p? Et pour un processus de Galton-Watson?

Solution 2.2.1. Soit (X,,) une telle marche aléatoire. On a E[Xj11 — Xg|Fi] =
2p — 1, donc A, = 2p— 1)n et My, = X,, — (2p — 1)n.
Pour un processus de Galton-Watson, en reprenant les notations de la Section

[1.2.9, on a
E[Nn41 — No|Fn] = Nn(E[Xll] -1)

et donc la partie prévisible est A, = (E[X{]—1) ( Z;é Nk), et la partie martingale
est N, — (E[X]] - 1) ( n-l Nk).

2.2.3 Inégalités maximales

Théoréme 2.2.5 (Premiére inégalité de Doob). Soit (X,,)nen une sous-martingale
positive. Alors pour tout n € N etr >0 on a

X

:| g E [Xn]].max()gkankZT] < E[Xn]
r T

P| max X >r
0<k<n

Proof. Soit T le temps d’arrét inf{n; X,, > r}, de sorte que {maxo<r<p Xp =1} =
{T < n}. On a alors

rlp—p < Xply—p < E[X|Fp]Llr—p = E[X, Dp—g|Fz],
et donc rP[T = k] < E[X,,17—¢]. On conclut en sommant sur k < n. O

Exemple 2.2.2. Soit M,, = Z?:l Y; avec les Y; des v.a. i.i.d. Gaussiennes centrées
réduites. Alors P(maxy—1,_, Mg >t) < exp(—t?/(2n)).

En effet, come x — exp(Az) est une fonction croissante convexe pour tout A > 0,

exp(AM,,) est une sous-martingale positive. Donc

P( max My, > t> =P <krr}ax exp(AMy) > exp(At))
< e ME[exp(AM,,)]
= e ME[exp(AY})]"
= exp(—\t +nA?/2).

La conclusion suit en prenant A = t/n (qui est le choix optimal).

Théoréme 2.2.6 (Deuxiéme inégalité de Doob). Soit (My)nen une martingale.
Pour toutn € Netp>1ona

B[ s par] < (S27) Bl

0<k<n 1

En particulier,

p
E [sup|Mk|p} < <p> sup E[| M, 7).
n>0 p— 1 n>=0
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NB. Les prefacteurs dans ces inégalités ne dépendent pas de n, ce qui sera utile
lorsqu’on étudiera le comportement en temps long des martingales.

Proof. La seconde inégalité est une conséquence immeédiate de la premiére, par
convergence monotone. Pour la premiére inégalité, posons S, = maxo<r<n |M|.
Comme |M,| est une sous-martingale positive, par la premiére inégalité de Doob
on a rP(S, > r) < E[|My|1s,>r]. En intégrant, on a donc

oo o
/ rP(S, = r)prP~2dr < / E[| M, |1s, > |prP~2dr
0 0
o0 o0
<k |:/ ﬂSnQTPTP—IdT:| <E |:/ |Mn|15n>rp7'p_2dr:|
0 0
Sn p Sn
sE [/ ]lsn>rprp_1dr] < —KF [/ | M., |(p — l)rp_er]
0 p—1 0

SEIS7) < (2 ) Bl lse )

ol on a utilisé le théoréme de Fubini-Tonelli pour échanger ’ordre des intégrales. En
utilisant l’inégalité de Holder, on peut majorer le terme de droite dans la derniére
inégalité :

E(|My| S5~ < E[| M ') PESE) P72,

ce qui nous permet de conclure qu'on a bien

isy) < (25 ) EIMLPL

2.3 Théoréme d’arrét

Le but dans cet section va étre d’étudier les variables de la forme X7, lorsque
(Xn)nen est une martingale, et 7' un temps d’arrét.

Théoréme 2.3.1. Soit (X,)nen une martingale, et T un temps d’arrét. Alors
(XnAT)nen est aussi une martingale.
De méme, si (X, )nen est une surmartingale, alors (Xpar)nen 'est aussi.

Une des applications de ce théoréme est de permettre de calculer I’espérance de
X7 lorsque T est borné p.s. :

Corollaire 2.3.2. Si (X,)nen est une martingale et T' est un temps d’arrét borné
p.s., alors X7 € L', et E[X7] = E[X{].

De méme, si (Xp)nen est une surmartingale et T est un temps d’arrét borné
p.s., alors X7 € L', et E[X7] < E[X{].

Un exemple d’interprétation est que si on joue & un jeu d’argent équilibré (i.e.

modélisé par une martingale), il est impossible de trouver une stratégie qui gagne
de l'argent en moyenne & un horizon de temps fini.
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Proof. Soit n > 1. On pose Hy, := 1ps, =1 — 1p<p,—1. Le processus (Hp)pen est
prévisible. Le processus

n
(H-X):= ZHi(Xi — Xi—1) = Xoar — Xo
i—1

est alors une martingale, et donc (X,a7)nen est aussi. Si de plus T < N p.s.,
alors
E[X7] = E[Xnar]| = E[X0].

La preuve pour les surmartingales fonctionne de la méme maniére. O

A noter que I’hypothése T bornée n’est pas anodyne, et le corollaire peut étre
faux sans. Par exemple, si on considére une marche aléatoire simple sur Z issue de
0, et le temps d’arrét 7' := inf{n > 1; X,, = 1}. On a vu que limsup X,, = oo p.s.,
et donc ce temps d’arrét est fini p.s. Toutefois,

1 = X7 =E[Xr] # E[Xo] = 0.

On voit donc que on ne peut pas remplacer ’hypothése de T borné par 7' fini p.s.
Toutesfois, sous des conditions d’intégrabilité supplémentaires, c¢’est quand méme
possible :

Exercice 2.3.1. Soit (My,)nen un martingale telle que il existe L < 0o avec |M,| <
L p.s., pour tout n € N. Montrer que si T est un temps d’arrét fini p.s., alors

E[M7] = E[Mp].

Solution 2.3.1. Pour tout n € N, d’aprés le théoréme d’arrét on a E[M,,r| =
E[My]. On peut ensuite passer a la limite en n, en utilisant la borne L™ pour
appliguer le théoréeme de convergence dominée.

Nous verrons plus tard une version du théoréme d’arrét autorisant des temps
d’arrét non bornés, mais requérant une hypothése supplémentaire sur la martingale
a la place, qui sera toutefois plus faible que la borne L de I’énoncé ci-dessus.

On peut généraliser le théoréme d’arrét au résultat suivant :

Exercice 2.3.2. Soient S et T deux temps d’arrét bornés, tels que S < T, et
(Xn)nen une sous-martingale. Montrer que E[Xg] < E[X7].

Le cas S = 0 correspond au théoréme d’arrét.

Solution 2.3.2. S et T sont bornés, donc Xg et X sont bien L'. Posons H,, =
lscn<t = Loscn—1— Lr<cn—1. Ca définit bien un processus prévisible et positif, donc
(H - X),, est une sous-martingale, et donc pour tout n on a E[(H - X),] > 0. Et si
on prend N > T fixé, on a (H- X))y = Xp — Xg, ce qui permet de conclure.

2.4 Convergence de martingales

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement en temps long des martin-
gales. Le but est de montrer que sous des conditions trés générales, si (X, )nen est
une martingale alors la suite X, converge vers une variable aléatoire limite. Comme
il y a plusieurs notions de limite (limite p.s., limite L), nous aurons plusieurs types
de résultats.

17



2.4.1 Convergence >

Théoréme 2.4.1. Soit (X,,)nen une martingale bornée dans L2. Alors il existe
une variable aléatoire Xo telle que X, — Xoo p.s. et dans L?.

Remark 2.4.1. Ce théoréme reste vrai si on remplace Uhypothése de borne L? par
une borne LP avec p > 1. En revanche, il est fauz si on suppose seulement une
borne L'. Nous verrons plus tard des contre-ezemples.

Proof. Sans perdre de généralité, on peut supposer Xg = 0. Comme on ’a vu a
I’exercice [2.1.1 on a pour tout n,m € N l'identité

E[(Xn4m — Xn)2] = ZE[(Xn-i-l - Xn)Q]'

En particulier, comme (X,,) est bornée dans L?, cela implique que > E[(Xp4+1 —
X,)?] < o0, et que (X,,) est une suite de Cauchy dans L2 On en déduit alors que
(X,,) converge dans L? vers une limite X ..

Montrons maintenant que (X,,) converge aussi p.s. Posons R;, := supy, g, | Xk —
X¢| et R, :=supy, |Xp—X,|. Ona R, < 2R;,. (R,) est une suite monotone, donc
elle converge p.s. vers une limite Ro. Si on montre que cette limite est nulle, on en
déduirait que (X,,) est presque stirement une suite de Cauchy, et donc convergerait
p.s. Pour cela, nous allons montrer que lim,, E[(R},)?] = 0. D’aprés la deuxiéme
inégalité de Doob (Théoréme appliqué a la martingale (Xy — X;,)g>n, o0 a

E[(R;,)*] < 4supE[(Xg — Xn)?] = > E[(Xet — Xi)?].

k>n k>n

La série Y, E[(Xg+ — Xg)?] étant finie, on en déduit que E[(R],)?] — 0, et donc
que (X,,) converge p.s. vers une limite X/ .

Il nous reste & démontrer que la limite p.s. et la limite L? coincident, mais cela
est une conséquence directe du lemme de Fatou appliqué a | X,, — X[, qui converge
p.s. vers | Xoo — X/ |, et dans L? vers 0. O

2.4.2 Convergence presque sire

Nous allons maintenant étudier la convergence presque stre des martingales. On a
déja vu que les martingales bornées dans L? convergenent p.s., le but ici va étre de
se passer de 'hypothése de borne L2.

Théoréme 2.4.2. Soit (X,)nen une surmartingale positive. Alors X,, converge
p.s. vers une limite X, & valeurs dans [0, o).

Proof. Comme t — exp(—t) est convexe et décroissante, le processus défini par
Y,, := exp(—X,,) est une sous-martingale, d’aprés la Propositon On consideére
sa décomposition de Doob-Meyer

KL:%+MTL+A7L

avec M une martingale et A un processus prévisible, tous deux issus de 0. La
formule définissant A,, dans la décompositon de Doob-Meyer implique que, comme
Y,, est une sous-martingale, A,, est croissante, et donc converge p.s. vers une limite
A, & valeurs dans [0, +o00]. Pour prouver la converge p.s. de X, il nous suffit
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donc de montrer la convergence p.s. de la martingale (M,,). Pour cela, nous allons
montrer que cette martingale est bornée dans L%, et appliquer le Théoréme m

Tout d’abord, on remarque que comme Y, est bornée, A, et Y, sont L? pour n
fixé, et donc M,, est L2. On peut donc écrire le développement

n—1
E[(Mp)?] = ) E[(My11 — My)?].
k=0
On peut aussi développer
n—1
YTL2 == Y02 + Z Yk2+1 - YkQ.
k=0

Comme Yiy1 — Yy = Agy1 — Ax + Mgy — My, on a alors

n—1
Y = YE)Q"‘Z(Mk+1_Mk>2+(Ak:+1_Ak)2+2yk(Mk+1_Mk:)+2Yk(Ak+l_Ak)+2(Mk+1_Mk)(Ak:-i-l_Ak)-
k=0

Comme Yy > 0 et (Ag41 — Ax) > 0, en négligeant des termes positifs on obtient

n—1 n—1
> (Myyr = Mp)> +2) (Vi + Apgr — Ap)(Migq — M) < Y2 < 1.
k=0 k=0

De plus, comme A est un processus prévisible,
E[(Ye + Aks1 — A) (M1 — My)] = E[(Ye + App1 — Ap)E[(Mpq1 — M) Fi]] = 0.

Donc ZZ;& E[(My41 — My)?] <1, et donc M est une martingale bornée dans L?,
ce qui permet de conclure la preuve via le Théoréme [2.4.1 ]

Exemple 2.4.1. Un processus de Galton-Watson avec E[X{] < 1 (on parle de
processus sous-critique) converge p.s.

Exercice 2.4.1. Soit S, une marche aléatoire simple, symétrique sur Z, issue de
So =1. Soit T := inf{n; S,, = 0}.

1. Montrer que Spar converge p.s. vers une limite que l'on déterminera.

2. Montrer que (Suar)nen est bornée dans L', mais qu’il n’y a pas convergence
L'

Solution 2.4.1. 1. Spar est une martingale positive, donc elle converge p.s.
Comme T est fini p.s., sa limite est 0

On peut aussi montrer cela sans savoir a priori que T est fini p.s. En effet,
88 Spar # 0, alors |S1yar — Suar| = 1. Donc la seule limite possible est 0,
et a fortiori T est fini p.s.

2. D’apres le théoréme d’arrét, on a pour tout n E[S,ar] = E[So] = 1 # 0.
Il n’y a donc pas convergence L'. Toutefois, comme Spar est positive,
sup,, E[|Spar|] = sup,, E[Suar] = 1.
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Théoréme 2.4.3. Soit (X, )nen une sous-martingale bornée dans L'. Alors elle
converge p.s. vers une limite Xoo, qui est elle-méme L'

NB. En revanche, sous ces hypothéses la convergence L' n'est pas nécessairement
vraie, comme le montre l'exzercice précédent. On a seulement E[| X |] < ImE[|X,|]
via le lemme de Fatou.

Proof. Le but va étre de se ramener au cas du Théoréme[2.4.2] en écrivant X comme
la différence de deux surmartingales positives. Comme x — max(z,0) est convexe,
X7 :=max(X,,0) est une sous-martingale positive. Soit

X=X+ M, + A,

sa décomposition de Doob. (A,) est une suite croissante, donc elle converge p.s.
vers une limite As. De plus, E(A,) = E(X;}) — E(X) est uniformément bornée
par sup E(|X,,|), donc par convergence monotone A, est L'. Le processus

Y, = Xg + M, + E[Ax|F]
est alors une martingale, et est positive car As, > A, et donc

Donc Y, converge p.s., et on peut vérifier que sa limite est L.
Le processus Z,, := Y, — X,, est alors une surmartingale, car c’est la différence
entre une martingale et une sous-martingale. De plus

Zn > X — X, >0,

C’est donc une surmartingale positive, elle converge p.s., et on peut aussi vérifier
que sa limite est L'. On en déduit que X,, converge p.s., comme différence de deux
suites convergentes.

O

Exercice 2.4.2. Soit (X,,)nen le processus issu de Xog = 1, tel que X,, € {0,2"}
pour tout n, et défint par les opérations suivantes : si X, = 0, alors X,41 = 0.
Sinon, X,41 suit une loi uniforme sur {0,2"}.

1. Montrer que (X,) est une martingale.
2. Montrer qu’elle est bornée dans L".

3. Montrer qu’elle converge p.s. vers une limite qu’on déterminera. A-t-on con-
vergence L'?

Solution 2.4.2. 1. On calcule directement E[X,11|X, = 0 = 0 et
E[Xp+1]|Xn =27 =27,

2. Comme les X,, sont positifs et en utilisant la propriété de martingale

E[|X,|] =E[X,] =E[Xo] =1 Vn.
3. En appliquant le théoreme |2.4.5, on a la convergence p.s. wvers une limite
Xoo. Comme de plus P(liminfy X, > 0) < P(X,, > 0) =27" — 0, la limite

est nulle. On voit que l'espérance de la limite est différente de la limite des
espérances, donc il n’y a pas convergence L.
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2.4.3 Martingales uniformément intégrables

Le but de cette section va étre de mieux comprendre quand est-ce qu’on a conver-
gence L' des martingales qui sont seulement bornées dans L'.

Définition 2.4.4. Une famille (X,)nen de variables aléatoires est dite uniformé-
ment intégrable si
lim SupE[|Xn\IL|X"|>R] =0.
R—o00 n

Exemple 2.4.2. Une famille bornée dans LP pour p > 1 est uniformément inté-

grable. Et si une famille est uniformément intégrable, alors elle est bornée dans
L'

Pour la premiére assertion, si sup, E[|X,,[P] < C, alors en prenant g tel que
pt+qt=1o0n

sup E[| Xn |1y, 1>5] < sup B[ X, "] /7P| X,| > )Y
< sup CVPE[| X, [P]/9R—P/4
< CR™P/1

et donc on a bien limp . sup,, E[| X,|1 x,|>r] = 0.
Pour la deuxiéme assertion, on a

supE[| X,|] < R+ sup]EHXn\]l|Xn|>R] < 00.
n n

Exercice 2.4.3. Soit (X,,)nen une famille de variables aléatoires. On suppose qu’il
existe une variable aléatoire Z L', et telle que pour tout n on a |X,| < Z. Montrer
que (Xp)nen est uniformément intégrable.

Solution 2.4.3. On a sup, E[|X,,|1 x, >r] < E[|Z|1)2>g], et comme Z est L', on

Une maniére de voir cet énoncé est que le théoréeme de convergence dominé est
un critére d’uniforme intégrabilité.
On peut un peu étendre la notion d’uniforme intégrabilité de la maniére suivante

Proposition 2.4.5. Soit (X,,)nen une famile bornée dans L. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

1. La famille (X,,)nen est uniformément intégrable;

2. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout événement A € F aquvec
P(A) <6, on ait
supE[| X, |14] < e.
n

Proof. (ii) = (i) est le sens facile, car d’aprés l'inégalité de Markov, en prenant
C =sup, E[|X,[], on a
C
supP(| X, > B) < <.
n R
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Donc pour tout € > 0 et § associé, si on prend R tel que C'/R < 4, on a bien

supIE[|Xn|]l‘Xn‘>R] <e.
n

Prouvons maintenant que (i) = (4¢). Soit € > 0. On peut choisir a suffisemment
grand tel que
SupEHXnm|Xn|>a] < 5/2‘
n

Alors en prenant 0 = ¢/(2a), si P(A) < 4, on a pour tout n € N
El|Xn|La] = E[|Xn|Langx,|<a} ] PE[Xn|Lang X, 50} < aP(A)+E[ X1 x,54) <&,
ce qui conclut la preuve. O

Théoréme 2.4.6. Soit (X,,)nen une martingale. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. (Xy)nen est uniformément intégrable;
2. (Xn)nen est une martingale fermée;
3. (Xn)nen converge p.s. et dans L'.

Proof. Commencons par montrer que (1) = (3). Si la martingale est UI, on a déja
vu qu'elle est bornée dans L', et donc elle converge p.s. vers une limite X, qui
est L'. Reste & montrer la convergence L'. Nous allons montrer que la suite est
de Cauchy dans L'. En utilisant la Propositon on peut voir que la famile
dénombrable (X,, — Xy, )n men est aussi uniformément intégrable. Donc pour € > 0,
il existe a tel que

sup E[| Xy, — Xon|1ix, —x,,[2a] <€

n,m

On a ensuite

EHXn - Xm” < EHXn - Xm|]l\anXmI>a]
+E[| X — X |Lec X, —xm)<a) T Bl Xn — Xl 1 x, - xn|<c)
< 2e 4 aP(| X, — Xin| > €)

Comme (X,)nen converge p.s. (et donc en probabilité) vers X, on a

P(|X,, — Xm| > ¢) S P(|X), — Xoo| > €/2) + P(| X, — Xoo >€/2) — 0.
,M—00
On en déduit que limsup,, ,,, o0 E[| Xy — Xin|] < 2¢, pour tout € > 0. La suite
(X)nen est donc bien une suite de Cauchy dans L', Sa limite L' est toujours Xoo,
par application du lemme de Fatou.

Montrons maintenant que (3) = (2). Par la propriété de martingale, pour
tout m > n, on a X,, = E[X,,|F,]. Comme on a toujours E[|E[Y|F,|] < E[|Y]],
I'application Y — E[Y|F,] est continue pour la topologie L!, et donc on peut
faire tendre m vers l'infini, et on obtient que pour tout n X, = E[X|F,], ou Xoo
est la limite p.s. et L'. Donc la martingale est fermée.

Enfin, montrons que (2) = (1). Soit Z une variable aléatoire L' telle que pour
tout n on ait X,, = E[Z|F,]. Comme le singleton Z ets uniformément intégrable,
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d’apres la Propositon [2.4.5] pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si P(4) < 4, on
a E[|Z|14] < e. Comme pour tout a > 0

[E[Z|F00 _ EllZ]]

B(E[ZI]| > a) < S 2l o B

si on prend a suffisemment grand pour que E[|Z|]/a < §, on a bien
E([E[Z|Fal | Lig(zi 7o) >a) < EIX|Lg[zi7)154] <&,
et la famille E[Z|F,] est donc bien uniformément intégrable. O

On notera que dans cette preuve, la partie suivante n’a pas utilisé la structure
de martingale, et est donc valable sans cette hypothése :

Théoréme 2.4.7. Soit (Xp)nen une famille de variable uniformément intégrable,
et qui converge p.s. Alors la convergence est aussi L.

On conclut par un théoréme d’arrét pour les martingales uniformément inté-
grables :

Corollaire 2.4.8 (Théoréeme d’arrét pour les martingales UlL). Soit (X;)nen une

martingale uniformément intégrable, et T un temps d’arrét fini p.s. Alors E[Xp] =
E[Xo].

Proof. Montrons d’abord que X7 est L. On a

ElXr]= Y E[Xo|lr=n]
neNU{oco}

= Z EHE[XOOU:TLH]IT:n]
neNU{oco}

< Z ]E[EHXOOH‘FH]]]'T:H]
neNU{oco}

= Y E[Xullr_)

neNU{oo}
= E[| Xeol]-

Comme X7 est L', en appliquant le théoréme de Fubini, si A € Fr

EXrlal= > EXrlagr—ml= > EXalang—n)]
neNU{oo} neNU{oo}
= Z E[E[Xoo“rn]ﬂAﬂ{T:n}] = Z E[Xoo]lAﬂ{T:n}] = E[Xoo]lA]~
neNU{oo} neNU{oo}
Donc
X7 = E[X | Fr]
et la conclusion suit. ]

Exercice 2.4.4 (Ruine du joueur). Soit S,, une marche aléatoire simple symétrique
issue de k > 0, et soit £ > k. Alors la probabilité que S, atteigne le site £ avant de
visiter le site 0 est égale a k//.
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Solution 2.4.4. On considére les temps d’arrét T, = inf{n; S, = p} et T = Ty NT}.
Comme Spar est une martingale bornée, elle est uniformément intégrable. De plus,
le temps d’arrét T est fini p.s., et donc Spar converge vers St. On peut donc

appliquer le Théoréme pour obtenir
E[St] = E[So] = k.

Or
E[S7] = (P[T; < To] + 0 x P[Ty < Ty] = (P[Ty < Ty).

On en déduit qu’on a P[T; < Ty] = k/¥, ce qui est le résultat voulu.

2.4.4 Une application en analyse : le théoréme de Rademacher

Théoréme 2.4.9. Soit f :[0,1] — une fonction lipchitzienne. Alors il existe une
fonction g mesurable bornée telle que pour tout x € R on ait

En particulier, f est dérivable presque partout.

Proof. Soit L > 0 telle que f soit L-lipschitz. On considére X une v.a. uniforme
sur [0, 1], et les variables

X, =27 2"X |5 Zn = 2"(f(Xn +27") — f(Xn)).

On note (F,) la filtration canonique associée aux X,,.

Alors (Z,,) est une Fp-martingale bornée par L. En effet, conditionnellement
a la valeur de X,, on a deux valeurs équiprobables pour X, 1, qui sont X, et
X, +27"1 Alors

EiZpf) = 20 (Lt 2D 2 I) | [ 22 2370 - U+ 2 ))

2 2

= Qn(f(Xn + 2—n) - f(Xn)) = Zn.
Elle converge donc p.s. et dans L' vers une v.a. Z, qui est o(X)-mesurable,
car 0(X) = Npo(Xp, Xpt1...). Il existe donc une fonction mesurable g telle que
Z = g(X). Comme de plus Z est bornée par L, on peut prendre g bornée par L.

En particulier,
Zy = E[g(X)|Xn].

Or, conditionnellement & X,,, X est uniformément distribuée sur [X,,, X,, +27"71|,

donc p.s.
Xn+27"
Iy = 2”/ g(u)du.

On en déduit que p.s.

Xp+2—"
F(Xn 427 = f(X) = / o(w)du.

Donc pour tout k < 2" on a
(k+1)2—7"

F((k+1)277) — f(k2) = / o(u)du.

k2—n
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En sommant, on obtient pour tout k < 2"

]{;27’”
f2 =10+ [ gluyd
0
En faisant tendre k27" vers z, par continuité de f on en déduit qu’on a bien

fx) = 1(0) + /0 " g(u)du.
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Chapter 3

Chaines de Markov

Dans ce chapitre, X sera toujours un ensemble au plus dénombrable.

3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 3.1.1.
Q'{ XxX —10,1]

(z,y) — Q(x,y)

est une matrice stochastique sur X si pour tout x € X on a ), Q(z,y) = 1.

De maniére équivalente, une matrice stochastique est une collection (Q(x, -))zex
de mesures de probabilité sur X.

Notation. On peut définir la matrice stochastique Qn = Q™ par récurrence avec
avec Q1 = Q et Qni1(z,y) =3, Qn(®,2)Q(2, ).
Pour tout f: X — R, on note Qf(x) := EyQ(x,y)f(y).

Si on identifie f & un vecteur colonne de RI¥!. alors Q f est obtenue en appliquant
la matrice @ & f.

Définition 3.1.2. Soient QQ une matrice stochastique sur X, et (X )nen un proces-
sus aléatoire & valeurs dans X. On dit que (X,,)nen est une chaine de Markov de
matrice de transition Q si pour tout n = 0 la loi conditionnelle de X, 11 connaissant
(Xoy .oy Xn) est Q(Xp, ).

De manieére équivalente,

P(Xpy1 = y|Xo = 20, X1 = 21, ..., X = 1p) = Q(Tn, y)
pour tout x, ..., x, tels que P(Xy = xg, ..., Xp, = zp,) > 0.

Interprétation : pour un processus adapté général, la loi de X, 41 conditionnelle-
ment & (X, ..., X;,) dépend a priori de tous les X;, i.e. de tout le passé. Pour une
chaine de Markov, elle ne dépend que du dernier élément X,. C’est un processus
avec une absence de mémoire, le futur ne dépend pas du passé, conditionnellement
au présent.

NB. Ce n’est pas la méme chose que de ne pas du tout dépendre du passé. Il y a des
corrélations entre passé et futur, mais leur information prédictive est entiérement
contenue dans celle du présent.
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On peut voir les chaines de Markov comme 'analogue stochastique des suites
récurrentes z,1+1 = f(z,). En particulier, elles (et leur analogue en temps continu)
jouent le réle pour la physique statistique que les équations différentielles ordinaires
jouent pour la mécanique classique.

Exemple 3.1.1. 1. La marche aléatorre simple sur 7 de paramétre p est une
chaine de Markov, de matrice de transition

QG,i+1)=p; QU,i—1)=1—-p; Qk,{)=0si|k—¥>2.

2. Une marche aléatoire simple sur un graphe (S, A) est une chaine de Markov
de matrice de transition

i si (x,y) € A;
s1non;

Qz,y) = {

ot dy = Card({y; (z,y) € A}).

Exercice 3.1.1. Montrer qu’un processus de Galton-Waison est une chaine de
Markov sur N, et calculer sa matrice de transition dans le cas ot les Xf sont des
vartables de Bernoulli de parameétre p.

Solution 3.1.1. On a

Nn
P(Npy1 = knt1|No = ko, ..., Np = k) =P (Z Xi" =kny1| No = ko, ..., N, = kn)
=1

kn
=P (Z XP = an) .
=1

C’est donc bien une chaine de Markov. Dans le cas ou les X; suivent une loi
de Bernoulli de paramétre p, conditonnellement a {N,, = ky}, Np+1 suit une loi
binomiale de paramétres (k,,p). Donc

Q(k, ) = (l;)pg(l —p)fh 0< U<k

Proposition 3.1.3. Un processus (Xp)nen G valeurs dans X est une chaine de
Markov de matrice de transition Q) ssi pour tout n € N et xg,...,x, € X on a

n

P(XO = 2o, X1 =Ty .eey Xn = .’En) = P(X() = 1'0) HQ(xi_l,:ri). (31)
=1

En particulier, si P(Xo=12) >0 on a
P(Xn = y[Xo = z) = Qn(z,y). (3.2)

Proof. Si (X,,)nen est une chaine de Markov, on peut démontrer (3.1]) par récurrence
sur n, en utilisant la formule de conditionnement

]P)(XO = X0, ...,Xn+1 = $n+1) = ]P)(XO = 2o, ,Xn = $n)P(Xn+1 = :Ij‘n+1|X0 = ZQ, ---
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Inversement, si (3.1) est vraie, alors

P(Xo = z0, ..., Xn41 = Tny1)

P(Xn+1 ::):n_,_1|X0 :xo,...,Xn:J:‘n) = IP)(XO :ajo,...,Xn:I‘n) :Q(.’L'n,l‘n+1).
L’identité s’en déduit via le développement
n—1
Qn (20, 2p) = Z H Qi Tiv).
T1,eyTp—1E€X =0
O

La loi de (Xo, ..., X,) lorsque les X; forment une chaine de Markov est donc
complétement déterminée par la loi de la condition initiale Xy et la matrice de
transition Q).

Notation. On utilisera les notations E,, et P, pour 'espérance et la loi d’une chaine
de Markov lorsque la condition initiale est donnée par la mesure . En particulier,
P, sera la loi de la chaine lorsque la loi de la condition initiale est 0.

Proposition 3.1.4. Soit f : X — R une fonction mesurable, positive ou bornée.
Alors

E[f (Xnt1)[Xo, ..., Xn] = E[f (Xn11)|Xn] = Qf (Xn). (3.3)
Plus généralement,
E[f(Xn4p)[ X0 s Xn] = Qpf(Xy). (3.4)
Proof. Commencons par démontrer (3.3). On a

E[f(Xn—i-l)‘XUv 7Xn] = Z f(y)P(Xn—i-l = y‘XU, 7Xn)
yeX

= Y f)Q(Xa,y)

yeX

Pour démontrer (3.4, on procéde par récurrence sur p. Nous venons de le
démontrer pour p = 1. Supposons que c’est vrai pour un p > 1 fixé. On a alors

E[f(Xn—I—p—i-l)‘XOa e Xn] = E[E[f(Xn-i-p-&-l)’XO? coy X Xn—l-l”XOa e Xn]
= E[Qpf(Xn+1)| X0, -, Xy]
= Qp+lf(Xn)'
[

On conclut ce chapitre avec un résultat général d’existences des lois de chaines
de Markov. Il ne sera pas explicitement utilisé par la suite, mais garantit la non-
vacuité des énoncés qu’on fera dans ce cours. On n’en donnera pas la preuve ici.

Théoréme 3.1.5. Soit QQ une matrice stochastique sur X.

1. I existe un espace de probabilité (Q, F,P) sur lequel pour tout x € X il existe
un processus X qui est une chaine de Markov de maltrice de transition (@,
issue de Xo = x.

2. Pour tout x € X, il existe une unique mesure de probabilité¢ P, sur Q = XN
telle que sous P, le processus des coordonnées (Xp)nen est une chaine de
Markov de matrice de transition Q, et avec Pp(Xo =) = 1.
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3.2 Propriété de Markov

I’absence de mémoire des chaines de Markov fait que, conditionnellement & la valeur
de X, la loi du futur (Xj)r>n est la méme que celle d’une chaine de Markov de
condition initiale X,,. Ceci est formalisé par le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 (Propriété de Markov simple). Soit (X, )neny une chaine de
Markov de matrice de transition Q, et (Fp)nen sa filtration canonique. Alors pour
tout n € N et x € X, conditionnellement a {X,, = x} le processus (Xnip)pen est
une chaine de Markov de matrice de transition Q, de loi initial §, et indépendante
de (Xo, ..., Xp), i.e. pour tout A € F,, on a

P(AN{Xp41 = 21,0, Xngp = 2p}| X = @) = P(A| X, = 2)Pe (X3 = 21, ..., Xp = xp).

On peut aussi dire que la loi conditionnelle de (Xj)r>y, connaissant (X, ..., X,,)
est Px,, .

Proof. Tl nous suffit de montrer le résultat pour A de la forme {Xy = yo, ..., X, =
Yn}, puisque cette famille engendre la tribu F,, (car X est au plus dénombrable).
De plus, si y, # x, les deux probabilités sont nulles, donc égales, et il suffit donc
de considérer le cas y, = x. On a alors

P(AN{Xpt1 =21, ... Xnip = 2p}| X, = 2)
]P)(XO = Yo, ...,Xn_l = yn_l,Xn = l‘,Xn_H = L1y eeey Xn+p = (Ep)
P(X, = x)

= P(;I;(:LQJU)Q(JI, $1)Q($1, :1:2)...@(],‘1)_1’ :I;p)

=P(A| X, = 2)Pp (X1 = 21, ..., Xp = ).
O

On peut généraliser ce résultat, en remplacant le temps n par un temps d’arrét
aléatoire :

Théoréme 3.2.2 (Propriété de Markov forte). Soit (X,,)nen une chaine de Markov
de matrice de transition Q, (Fp)nen Sa filtration canonique et T un temps d’arrét
adapté. Alors pour tout x € X, conditionnellement o { X7 = x} N{T < oo} le
processus (X1yp)pen est une chaine de Markov de matrice de transition @, de loi
initial 6, et indépendante de (Xo, ..., X7), i.e. pour tout A € Fp on a

P(Aﬁ{qu.l =, ~-~7XT+p = JJPHXT =z,T< OO) = ]P)(A‘XT =z, T < OO)PJC(Xl = Z1,...

Proof. Soit n € N. En appliquant la propriété de Markov simple, on a
PAN{T =n}N{Xpry1 =1, ... X7pp = 2p}| X =2, T < 00)
=PAN{T =n}Xr =2,T < 00)Pp (X1 = 21, ..., X = xp)
et on conclut en sommant sur n € N. O

Comme premiére application, on peut utiliser cette propriété de Markov forte
pour étudier le nombre de retours en un point :
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Proposition 3.2.3. Soit (X,,)nen une chaine de Markov. On pose

(o]
Ny =) 1x,—
n=0

le nombre de visites en x, et
H, :=inf{n>1;X, =z}
le temps de premier passage en x aprés linstant initial. Alors
Py[Ny =00 =1 Py[H, < o0] =1,
i.e. si en partant de © on y revient p.s. une fois, on y revient une infinité de fois.

Proof. L'implication = est triviale, pusique bien sur si un état est visité une infinité
de fois, il est a fortiori visité au moins une fois aprés I'instant initial.
Pour l'implication <, comme P,(H, < o0) =1,

loi
No(Xo0, X1..) 214+ No(Xg,, Xp, 41, -..)-
Mais d’aprés la propriété de Markov forte, (Xg,, Xg, +1,...) a la méme loi que

(Xo, X1, ...), i.e. P,. Donc

loi

N, =1+ N,
et donc N, = +00 p.s. ]

Exemple 3.2.1. La marche aléatoire simple sur Z issue de O revient une infinité
de fois en 0.

Exercice 3.2.1. Monlrer que ce n'est pas le cas pour les marches aléatoires
asymétriques sur Z.
3.3 Mesures invariantes et classification des états

3.3.1 Classification des états

Définition 3.3.1 (Etats récurrents, états transitoires). Soit © € X. En reprenant
les notations de la Proposition |3.2.

o SiP,(H, <o0)=1, on dit que x est récurrent.

e SiP,(H, <o0) <1, on dit que x est transitoire.

Cette terminologie est justifiée par la Proposition [3.2.3] puisque si la chaine part
d’un point récurrent, elle y revient une infinité de fois.

Proposition 3.3.2. St x est transitoire, alors

30



Proof. En utilisant la propriété de Markov forte, on a

Pp(Ny 2 k+1) =E; (La,<oo(Xk)k=0)In, sk (Xk)k>H, )
Ee(1H,<o00)Ez(1n,>k)
P,

(Hyp < 00)Py(N, = k).

Par récurrence, comme P, (N, > 1) =1 (par définition de N), on a donc
Po(N, > k) = P,(H, < co)* 1.

On reconnait une loi géométrique de paramétre P,(H, < c0) = 1 — P, (H; = o0),
et

Eo(Ne) =Y Po(Ny > k) = P(leoo)
1 z\{ly

O]

Définition 3.3.3 (Noyau potentiel). Le noyau potentiel de la chaine de Markov
est

. { X2 —0,+]

‘ (xay) _>Ex(Ny)

Proposition 3.3.4. 1. Pourtoutxz,y € X, onaU(x,y) = >, cny@n(,y), avec
la convention Qo = 1d.

2. U(z,x) =400 &z est récurrent.
3. Pour tout x #y, on a U(x,y) =Py(Hy, < 00)U(y,y).

Proof. 1. Ula,y) = Y50 EalLx,my) = L Po(Xa = 1) = ¥ Qule,).
2. Immédiat par définition de U.

3. Par propriété de Markov forte,

E:r(Ny) = Em(ﬂHy<ooNy((ch)k>Hy)) = Px(Hy < OO)Ey(Ny)~

Remarque 3.3.1. U(z,y) =0 ssi y est inaccessible depuis x.
U(z,y) > 0 ssi il y a une probabilité positive de visiter y si l'on part de x.

Exemple 3.3.1. Pour la marche aléatoire simple sur Z de parameétre p, U(1,0) =0
sip=1, sinon U(1,0) > 0.

Exercice 3.3.1. Soit (Yr’f)neN, k = 1,...d d copies indépendantes d’une marche
aléatoires simple symétrique issue de 0. Montrer que Yy := (YL, ..., Y3) est une
chaine de Markov, et calculer sa matrice de transition. Montrer ensuite que 0 est
récurrent ssi d < 3.

Solution 3.3.1. On peut explicitement calculer
1 d
P(Yn—H = y|Y1, ceuy Yn) = 27 H ]l‘yy%,yi‘zl.
i=1
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Donc c’est bien une chaine de Markov, de matrice de transition Q(x,y) =

LT, 1 s
2d lli=1 Hx'—y'|=1"
On a alors Q2,+1(0,0) = 0 pour tout n, et, par indépendance des coordonnées,

_ 2n 1
Q2n(0,0) = P(Yyl, = 0)? et P(Y, = 0) =2 2n<n) ~ o=

ot on a utilisé la formule de Stirling. Donc Y. Qn(0,0) < 0o ssi S.n~%? < oo, et
donc ssi d = 3.

Lemme 3.3.5. Soit x € X un point récurrent et y € X tel que U(z,y) > 0.
Alors y est récurrent, et Py(H, < co) = 1. En particulier, U(y,x) est alors ausst
strictement positif.

Une maniére de comprendre ce lemme est que il n’est pas possible de visiter un
état transitoire apres un état récurrent.

Proof. Par hypothése,

0="P,y(N; < 0)
»(Hy <00, Hy((Xk)k=>m,) = 00)

(Hy < 00)Py(Hy = o0),

>P
P

ou on a utilisé la propriété de Markov forte. Or comme P, (H, < 00) > Qp(z,y)
pour tout p € N*, comme U(z,y) > 0 on a P,(H, < co) > 0. Donc c’est P,(H, =
00) qui est nul.

Il existe alors ni,ng € N* tels que Qn, (z,y) > 0 et Qn,(y,z) > 0. Comme

Qn2+p+n1 (yv y) > an (y7 :E)Qp(xv .%')in (.7}, y)

on a alors

Uy,y) = ZQM-I—]J—&-M(%?/) > Qny (4, 2)U (2, 2)Qn, (z,y) > 0.
P

Donc y est bien récurrent. O

Théoréme 3.3.6 (Classification des états). Soit R l’ensemble des points récurrents
d’une chaine de Markov donnée. Il existe une partition R = J;c; Ri telle que

e Pour touti € I, si x € R;, alors Py-p.s. on a N, = 400 pour tout y € R; et
Ny = 0 pour tout y € X\R,;.

e pour tout v € X\R, avec T = inf{n € N; X,, € R}, on a soit T = +o0 et
Ny < oo pour tout y € X, soit T' < oo et alors il existe j € I aléatoire, tel
que que Vn > T X, € R;.

En résumeé, on peut partitionner ’espace des points récurrents de maniére a ce
)
que I’on ne puisse pas sortir des R;. Les R; sont appelés classes de récurrence de
la chaine de Markov.

32



Proof. Tout d’abord, pour z,y € R, la relation
r=y < Ux,y) >0

définit une relation d’équivalence sur R, grace au Lemme [3.3.5] On peut donc
partitionner R en ses classes d’équivalences, qui définissent les R; du théoréme.

Soit ¢ € I est x € R;. Alors pour tout y € X\R; on a U(z,y) = 0, et donc
Ny =0 P,-p.s. Sinon, pour y € R;, on a P,(H, < oo) =1et

Py (Ny = 00) = Eo[La,<co LN, (X )i, )=o0)
=P.(H, < 00)Py (NN, = 00)
=1.

Siz e X\R et T = oo, on ne visite jamais R, et pour y € X\R, on a
Ez(Ny) =Py (Hy < 00)Ey(Ny) < 0.

Enfin, si x € X\R et T' < 00, soit j tel que X7 € R;. Par propriété de Markov
forte appliquée & T, la premiére partie du théoréme implique que pour tout n > T
on a X, € R;. O

Exemple 3.3.2. Pour la marche aléatoire simple sur Z de paramétre p, tous les
états sont récurrents si p = 1/2, et ils sont tous transitoires si p # 1/2.

Définition 3.3.7 (Chaines irréductibles). Une chaine de Markov est dite irré-
ductible si pour tout v,y € X on a U(x,y) > 0.

Une chaine irréductible est une chaine oil il est possible d’accéder a n’importe
quel état, quelque soit la condition initiales. Il n’y a pas de découpage en plusieurs
classes de récurrence.

Proposition 3.3.8. Si une chaine de Markov est irréductible, on a ['alternative
sutvante :

e Ou bien tous les états sont transitoires, et pour tout x € X on a

Py (Ny < 00 Vy) =1,

e Ou bien tous les états sont récurrents, il y a une unique classe de récurrence,
et pour tout x € X on a

Py (Ny = oo Vy) = 1.

Lorsque X est fini, seul le second cas peut se produire, car Zy N, = .

Proof. Siil existe x récurrent, alors tous les points le sont, d’aprés le Lemme [3.3.5
et par constructions des classes de récurrence il ne peut y en avoir qu’une. Le reste
découle du théoréme de classification des états. O

Exemple 3.3.3. Une marche aléatoire sur un graphe fini conneze est irréductible
et récurrente.
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Exercice 3.3.2. Soit

/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
Q=0 0 1 0 0

0 1/4 1/4 1/4 1/4
/2 0 0 0 1/2

Déterminer les élats transitoires et les classes de récurrence de Q.

Solution 3.3.2. L’ensemble des points transitoires est {2,4}, et les classes de récur-
rence sont {1,5} et {3}.

3.3.2 Mesures invariantes

On cherche maintenant & étudie les lois stationnaires des chaines de Markov, c’est
a dire les lois p telles que si X,, = p, alors X, 41 = p.

Définition 3.3.9 (Mesures invariantes). On considére une chaine de Markov de
matrice de transition Q. Soit p une mesure positive sur X, telle que p(z) < oo
pour tout x € X.

On dit que p est invariante pour la chaine de Markov st pour tout y € X on a

D u(@)Qx,y) = uly).

Interprétation : si u(X) < oo, quitte & remplacer p par u(X) ', on peut
supposer p(X) = 1. Alors

B [f(X0)] =Y n@)Y Q) fy) = > ny)f(y) = Eulf(Xo)]

c’est & dire que p est stationnaire pour la chaine de Markov. Mais attention, cette
définition autorise des mesures positives de masse arbitraire, y compris infinie.

Exemple 3.3.4. Sur Z%, si on considére une matrice de transition de la forme
Q(x,y) = v(y — ), alors la mesure de comptage est invariante.

Notation. Si on identifie i a un vecteur ligne, une mesure invariante vérifie pQ) =
w. On utilisera cette notation par la suite. Par une récurrence immédiate, si p est
imwariante, alors pour tout n on a pQy = p.

Attention, l'ordre est important, st on identifie i o un vecteur colonne, on n'a

pas en général Qu = L.

Exercice 3.3.3. Quelles sont les mesures de probabilité invariantes pour une chaine
de Markov sur {1,2,3} de matrice de transition

/2 0 1/2
=11 0 0
0 1/2 1/2
Solution 3.3.3. On résoud le systéme linéaire associé a puQ = p pour trouver

p(1) = pu(3) = 2/5 et p(2) = 1/5.
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Définition 3.3.10 (Mesures réversibles). Une mesure positive u est dite réversible
pour la chaine de Markov si Vx,y on a u(x)Q(z,y) = p(y)Q(y, x).

Interprétation : sous la mesure pu, le courant le long d’une arréte est nul :
Pu(Xo =2, X1 =y) =Pu(Xo =y, X1 = 2).

Proposition 3.3.11. Une mesure réversible est invariante.

Proof. On a bien
p(z) = Qz,y)ulx) = Qy,=)u(y).

En revanche, il peut exister des mesures invariantes non-réversibles.

Exemple 3.3.5. Soit v une mesure de probabilité sur Z, non symétrique (i.e. il
eriste x € Z tel que y(x) # v(—x)). On considére la marche aléatoire sur Z de loi
de sauts v. On a vu que la mesure de comptage est invariante, mais elle n’est pas
réversible, car Q(0,z) = y(z) # Q(z,0).

En revanche, si v est symétrique, la mesure de comptage est réversible.

Exemple 3.3.6. Soit p € (0,1) el ¢ = 1 —p. On définit la matrice de transition
sur Z

QU,i+1)=p; QU,i—1)=q
i.e. la matrice de transition de la marche aléatoire simple. La mesure de comptage
est invariante, mais la mesure

lest aussi, car elle est réversible.

Les mesures invariantes ne sont donc pas nécessairement uniques, méme a con-
stante multiplicative preés.

Exemple 3.3.7. Soit G = (S, A) un graphe. La mesure p(z) = Card{y; (z,y) € A}
est réversible pour la marche aléatoire sur le graphe. En effet, pour tout x,y, on a

w@)Q(z,y) = Ly=y.

Théoréme 3.3.12. Soit x un point récurrent. Alors la mesure définie par

H;—1
(y) == Eq ( > ﬂxky)
k=0

est invariante. De plus, u(y) > 0 ssi y est dans la méme classe de récurrence que
x.

En général, ce n’est pas une mesure de probabilité, car on a choisit la normali-
sation pu(z) = 1.

En particulier, si la chaine de Markov a plusieurs classes de récurrence, on
définit ainsi plusieurs mesures invariantes, a supports disjoints. En revanche, si la
chaine est récurrente irréductible, on verra plus tard qu’il n’y a qu’une seule mesure
invariante (& constante multiplicative pres).

Ce théoréme est en pratique rarement utile pour calculer des mesures in-
varaintes, il est plutdt utilisé pour établir des propriétés des temps d’arrét H,.
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Proof. Tout d’abord, si y n’est pas dans la classe de récurrence de z, alors P, p.s.
y ne sera jamais visité, et donc u(y) = 0.

Soit y dans la méme classe de récurrence que x. Comme sous P, on a X, = Xo,
on peut changer 'indexation

H;—1 Hy
p(y) = By ( > ﬂxk:y) =E, (Z ﬂxk:y> :
k=0 k=1

On a ensuite

w(y)

H,
Ey E:ka:y,qu:Z
k=1

oo
Z Ep (Lxp=yLi<t, Xz 1=2)
z k=1

>
3

Comme {k < H,, X)_1 = 2z} est Fi_1-mesurable, on peut appliquer la propriété de
Markov simple au temps k — 1, et obtenir

Ex (1x,=yLi<t, X 1=2) = Ex (i<, x, =) Q(2,9).
On a donc

:u(y) = Z ZEI (]lk<Hx,Xk—1:Z) Q(z7y)

z k=1

H
=> E, (Z Jlx“:z) Q(z,y)
z k=1
=Y u(=)Q(zy).

w est donc bien une mesure invariante pour la chaine de Markov.
Pour finir, il nous reste & montrer que si y est dans la classe de récurrence de z,
alors p(y) > 0 et est fini. Comme p@, = p, pour tout n on a

wy) =D w(z)Qn(z,y) = w@)Qx, y).

Or par deéfinition des classes de récurrence il existe n tel que Qn(z,y) > 0. Et
comme par définition u(x) = 1, on a bien u(y) > 0. De méme, il existe m tel que
Qm(y,x) > 0, et donc

1= p(z) > p(y)@m(y, )
et donc p(y) est bien fini. O

Proposition 3.3.13. Si une chaine de Markov irréductible récurrente admet deux
mesures invariantes p1 et po, alors il existe une constante C' telle que puy = Cus.

En particulier, il y a au plus une seule mesure de probabilité invariante (mais il
peut n’y avoir que des mesures invariantes de masse totale infinie, et donc aucune
mesure de probabilité invariante).
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Proof. Soit p une mesure invariante non nulle. Nous allons commencer par montrer
par récurrence que pour tout p € N, on a pour tout z,y € X

p/\(H:c_l)

wly) = n@Ee | Y Ly
k=0

Pour p = 0, ou si z = y, cette inégalité est trivialement vraie. Supposons la
vérifiée pour un p € N donné. Alors, pour x # y, on a

ply) =Y 1m(z)Q(zy)

p/\(Hx_l)
>p@)Y B | Y lx— | Q)
z k=0
p
= u(x) Z ZE”’ (U= k<t —11X, 41 =y)
z k=0
p/\(Hx_l)
= M(«T)E;r Z ]le+1:y
k=0

(P+DA(Hz—1)

= p(z)E, Z L=y

k=0
ot on a utilisé & la derniére étape x # y. Si on pose v,(y) := E, (Efigl Ile:y)
la mesure invariante donnée par le Théoréme|[3.3.12] en faisant tendre p vers I'infini
on obtient alors

wy) = p(x)ve(y) Yo,y € X,

Donc pour tout n > 1, comme v, (z) =1 et v,Q, =1, on a

,U/(m) = ZM(Z)Qn(ZPI') > p(x) ZV;U(Z)Qn(Z?w) = M(x>yac<x) = M(Q?)

z

On en déduit qu’il y a nécessairement égalité au milieu, et donc pour tout z tel
qu’il existe n avec Qn(z,y) > 0 on a

u(z) = p(@)vs (2).
L’irréducibilité de la chaine permet alors de conclure que p = p(z)v, pour x fixé. [

Corollaire 3.3.14. Considérons une chaine de Markov récurrente irréductible.
Alors on a Ualternative

e Ou bien il existe une mesure de probabilité invariante p, et alors Vo € X on
a

On dit alors que la chaine est récurrente positive.
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e Ou bien toute mesure invariante a une masse totale infinie, et alors Vo € X
on a
E.(H;) = 4o0.

On dit alors que la chaine est récurrente nulle.
Si X est un ensemble fini, seul le premier cas peut se produire.

Proof. Tout d’abord, comme les mesures invariantes sont nécessairement de la forme
Cuv, avec v,(y) := E, (ZkH:IO_l Ile:y). Elles sont donc toutes de masse finie, ou

toutes de masse infini, selon la masse de v,.
Si pv est une mesure de probabilité invariante, p = Cv, et pu(X) = 1 donc
C = v, (X)~!. En particulier, comme v,(z) = 1, u(z) = v,(X)~ . Or

H;—1
Yy k=0

et donc on a bien u(z) = E,(H;)™ L.
Dans le second cas, en particulier v, est de masse infinie, et donc E,(Hy) =
vz (X) = +o0. O

Proposition 3.3.15. Supposons la chaine irréductible. S’il existe une mesure in-
variante de masse totale finte, alors la chaine est récurrente positive.

Proof. On a vu que

Uls) = 5 sy > Ulos) = 3 Qulan)

Soit 4 une mesure invariante finie. On a

V(XU (y,y) =Y (@)U (y,y)
>SS Q)
=> 1)

= +00.

Comme v(X) < oo, on a donc bien U(y,y) = oo pour tout y, et la chaine est donc
bien récurrente. O

Remarque 3.3.2. L’existence d’une mesure invariante de masse infinie ne dit rien
sur la récurrence. Une marche aléatoire simple sur Z admet toujours la mesure de
comptage comme mesure invariante de masse infinie, mais la récurrence dépend de
la valeur du paramétre (récurrente si p = 1/2, transitoire sinon).

Exercice 3.3.4. Soil QQ la matrice de transition

/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
Q=11/2 0 1/2 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 0 0 1/2
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Montrer que la chaine est irréductible, et calculer sa mesure de probabilité invari-
ante.

Solution 3.3.4. On peut vérifier que les valeurs suivantes sont strictement positives
- Q(1,5),Q2(1,2),Q3(1,4),Q4(1,3), et donc on peut accéder a nimporte quel site
depuis le site 1. Réciproquement, Q(5,1),Q(3,1),Q2(4,1) et Q3(2,1) sont stricte-
ment positifs, donc on peut accéder au site 1 depuis n’importe quel site. Tous les

sites communiquent, et donc la chaine est récurrente. La mesure invartante est
(3/13,3/13,1/13,2/13,4/13).

Exercice 3.3.5. On définit

P(0,0) = 0;

POK) =L1- L vken
Pk,6) =0V1<k<{
P(L,k) =3 VO<k<{

1. Vérifier que P définit une matrice de transition sur N.

2. Montrer qu’une chaine de Markov de matrice de transition P est irréductible
récurrente.

3. Montrer qu’elle est récurrente positive en calculant une mesure tnvariante.

Solution 3.3.5. 1. On a bien ), P({,k) = 1 pour tout { € N, et les P(k,()
sont positifs.

2. Montrons d’abord que 0 est récurrent. Comme si X, # 0, on a X411 < X,
de tout point k on va en au plus k pas en 0. Donc p.s. une chaine issue de 0
retourne en 0 en un certain temps, et donc 0 est récurrent.

La chaine est de plus irréductible, car P(0,¢) et P({,0) sont strictement posi-
tifs pour tout £ > 1. Donc la chaine est récurrente, car elle est irréductible et
a un €tat récurrent.

3. Soit a, = p(k) une mesure invariante. On a alors

ag = Za(k)/k:; ag = % +Zak/k.

k>1 e+l i

En posant by =", ar/k, on a donc

bo
= : 1 — = — 2 1.
ag = bo;  £(br—1 — by) Wt +by W

St on pose cg = £by_1 pour £ =1, on a alors

bo
Cp — Cp41 = m

donc

1
P S
= k(k+1)

39



l 1 1
ayg

bo 1
=7 Y e e by
1 W k(k+1) (=1 +1) £+1 ) k(k+1)

Comme ay = O(1/¢?), on a une mesure invariante de masse totale finie, et
donc la chaine est récurrente positive.

3.4 Théoréme ergodique

Le but de cette section est I’étude du comportement en temps long des fonctionnelles
additives d'une chaine de Markov.

3.4.1 Théoréme principal

Théoréme 3.4.1. On considére une chaine de Markov irréductible récurrente pos-
itive, avec | son unique mesure invariante, et f une fonction mesurable sur X avec
[fll21(u) < 00. Alors Py-p.s. on a

DS F) — B().
k=0

C’est une forme de loi des grands nombres, mais ici les f(X}) sont des variables
corrélées.

Corollaire 3.4.2. On considére une chaine de Markov récurrente irréductible.
Alors

e Si elle est récurrente positive,

1 n
.S.
- Z 1x, =2 L ()
k=0

ot p est 'unique mesure de probabilité invariante.

e Si elle est récurrente nulle,

Preuve du théoréme ergodique. On définit par récurrence la suite de temps d’arrét
T, avec To = 0 et
Tyt :=inf{k > Tp; X}, = x}.

Quitte a décomposer f = fi — f_, on va supposer f positive.

On pose ensuite
Tpy1—1

k=T,
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Comme conséquence de la propriété de Markov forte, (Y, )nen est une suite de
variables aléatoires i.i.d. De plus, si v, est la mesure invariante donnée par le

Théoreme |3.3.12) comme p = p(x)v,, on a
EulVa] = — B,/
T p(e)

Par la loi forte des grands nombres appliquées a la suite (Y}, )nen, on a donc
1« s 1
- ZYk = ——E,[f].
n i ()

Si on pose alors N, (n) le nombre de retours en = avant U'instant n, on a pour tout
n

T,y S 1 < TN, (n)+1 (3.5)
et donc
| TNzl T 1 TNe@m~l
No(n) kZ:O f(Xk) < No(n) k:of(Xk) < No(n) kZ:O f(Xy)
ce qui revient a
1 Nz (n)—1 1 n 1 Nz (n)
No(n) 2 Yi < No(n) jZ:%f(Xj) < AL kzo Yi

et donc par encadrement

3

No(n) &7 pla)

Enfin, comme les T,,+1 — T, sont iid, et d’espérance ﬁ d’aprés le Corollaire

B-3.14

— — ——, et donc w(x),
n () (@)

ou on a utilisé (3.5) ce qui permet de conclure la preuve.

n

Exercice 3.4.1. Soit Q la matrice de transition sur {0,1} définie par

-« «
o= (15" 1)
avec 0 < a, f < 1 et min(a, 5) < 1.

1. Diagonaliser Q, et en déduire

n_ 1 58 « l-a=08)"[a -«
@m0 e (55

2. Calculer la mesure de probabilité invariante w de la chaine de Markov associée.
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3. Calculer Covy (X, Xntp) = Ex[XnXnip] — E[ X0 E[Xp4p)-

4. Etudier le comportement asymptotique de n~? Yoy Xi, ot X est un chaine
de Markov de matrice de transition Q.

Solution 3.4.1. 1. Les valeurs propres de @) sont 1 et s = 1—«a— (3, de vecteurs
propres colonnes respectifs (1,1)! et (—a, B)t. On prend comme matrice de

passage
(1 —a) 11 6 «
P 3) s (000

w1 0 "o
@ _P<O 1—04—ﬁ> P,

On a alors

et le résultat suit.

2. Comme une mesure invariante est un vecteur propre (a gauche) de Q", de
valeur propre 1, ¢’est ausst un vecteur propre de Q™. En faisant tendre n vers
Uinfini, on voit que ce vecteur propre (normalisé pour que la somme fasse 1)

est
(5 %)
= ,——— | .
a+ B a+p
3. On calcule, et on trouve

ol = g0 Bl = @0 = W EEEE A

Bl —a—p)P
(a+p)2

4. La chaine de Markov est irréductible, récurrente positive donc en appliquant

le théoréme ergodique, n™" Yoy Xi converge presque sirement vers Ex[X] =
a
a+pB"

COVW (Xn, X?’L+p) =

3.4.2 Une bréve introduction aux algorithmes MCMC

Une des applications principales du théoréme ergodique est qu’il justifie certaines
méthodes probailistes pour le calcul numérique. Par exemple, on peut chercher &
calculer des quantités de la forme

>, fm)pn)

n=(nj,...,ng)€Z4

ol f est une fonction par exemple bornée, et p une mesure de probabilitée sur Z2.
Le calcul numérique de cette some par des méthodes déterministes peut étre trés
lent, surtout si d est grand. Certains algorithmes de calcul utilisent & la place des
méthodes probabilistes : on construit une chaine de Markov réversible par rapport
a la mesure p, on en simule une réalisation (X, )<y pour un temps N grand, et on
approxime la somme par la moyenne empirique

1
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Le théoréme ergodique garantit que dans la limite N — oo, cette moyenne empirique
converge vers la bonne valeur.

Avantage : la complexité de l'algorithme peut étre beaucoup plus faible que
celle des algorithmes suivant une méthode déterministe.

Inconvénient : contrairement aux méthodes déterministes, la quantité
%E f(X,) est aléatoire. En particulier, elle a une variance stictement posi-
tive, et on a une petite probabilité que 'erreur d’approximation par une réalisation
de la chaine soit trés grande. Cette variance décroit typiquement en 1/N.

Une maniére de construire une chaine de Markov sur Z? avec la bonne mesure
invarainte est donnée par l'algorithme de Metropolis-Hastings : on consdiére une
marche aléatoire simple sur Z¢, qu’on déforme pour imposer la bonne mesure in-
variante. Pour faire ca, & chaque temps, on procéde de la maniére suivante :

1. Etant donné la position X,, € Zd, on génére une variable ,41 uniforme sur
{_L 1}d;

2. On consideére les quantité p(X,,) et p(X,, + ent1)- Si p(Xn) < p(Xpn + €nt1),
on pose X,t1 = Xy, + €pt1 (acceptation).

3. Si p(X,) > p(Xy + €nt1), on génére une variable U,y uniforme sur [0, 1],
indépendante des autres variables. Si U, < p(X, + ent1)/p(X5), on pose
Xn+1 = X, + ent1 (acceptation), et sinon on pose X, 11 = X,, (rejet).

On a donc superposé une procédure d’acceptation/rejet sur la marche aléatoire
simple, qui cherche & favoriser les points ol p(n) est grand. Le processus aléatoire
ainsi construit est une chaine de Markov, et il s’avére que la mesure p est réversible
pour cette chaine de Markov. En effet, si x et y sont voisins, et si p(z) > p(y) (ce
qu’on peut supposer par symeétrie),

—d
]P)<Xn+1 = x‘Xn = y) = 2_d5P(Xn+1 = y‘Xn = x) = T

et donc
p(Y)P(Xni1 = 2| Xy = y) = p(2)P(Xpy1 = y| X = ).

De plus, si p > 0 en tout point, alors cette chaine est irréductible. On a donc une
maniére simple de construire une chaine de Markov avec les bonnes propriétés. 11
existe beaucoup d’autres maniéres de construire de telles chaines de Markov, parfois
plus efficaces.

Pour citer un exemple, on peut mentionner ’algorithme PageRank de Google,
qui cherche & trier les pages internet en fonction du nombre de liens qui y ménent.
Pour ce faire, on génére une chaine de Markov sur ’ensemble des pages web, ou a
chaque étape on choisit une nouvelle page web uniformément parmis toutes les pages
webs auxquelles ont peut accéder depuis la page courante. La mesure invariante de
ce processus donne plus de poids aux pages avec beaucoup de liens, et pour estimer
cette mesure invariante, on fait tourner la chaine pour un temps trés long.

Un avantage pratique de cet algorithme est qu’il ne faut connaitre la densité
p qu’a une constante multplicative prés (puisqu’on utilise seulement les ratios de
densité). Ca peut paraitre anecdotique, mais il existe de nombreuses distributions
calculées en pratique, notamment en physique statistique, pour lesquelles on a une
formule explicite qu’a cette constante preés.
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Chapter 4

Martingales et chaines de Markov

4.1 Fonctions harmoniques

Si (X,,)nen est une chaine de Markov, et f: X — R est bornée, alors (f(X,,))nen
est un processus & valeurs rélles et intégrable. On peut donc s’intéresser & sa
décomposition de Doob-Meyer.

La partie prévisible est alors

n—1 n—1
S E[f(Xer1) = FXR)IFR] =Y QF(Xk) — f(X).
k=0 k=0

En particulier, si f, vu comme un vecteur colonne de RI¥I, est dans le noyau du
générateur @ — Id, alors (f(X,,))nen est une martingale. Cette propriété motive la
définition suivante :

Définition 4.1.1. Une fonction f est dite harmonique en un point v € X si
EL[f(X1)] = £(2).

Une fonction f est dite harmonique sur l’ensemble A C X si pour tout x € A f
est harmonique en x.

Si on considére la marche aléatoire simple symétrique sur Z¢, une fonction est
harmonique en x si

Fla) = 52 3 )
y=x

i.e. si f vérifie une propriété de moyenne discréte, analogue & la propriété de la
moyenne des fonctions harmoniques en analyse complexe, ce qui motive la ter-
minologie. Ce lien n’est d’ailleurs pas juste une analogie, les deux notions sont
exactement les mémes si on étend le cadre aux chaines de Markov en temps continu
sur C, et qu’on considére comme processus de Markov le mouvement brownien.
Mais ceci va au dela du programme de ce cours.

Exercice 4.1.1. Quelles sont les fonctions harmoniques sur Z pour la marche
aléatoire simple symétrique?

Solution 4.1.1. Soit f une fonction harmonique sur Z. On a pour tout n

fln+1) =2f(n) = f(n—1).
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On reconnait une relation de récurrence d’ordre 2. Le polynome caractéristique est
(x —1)2, donc f est donnée par la formule

f(n) =n(f(1) = f(0)) + f(0).

Proposition 4.1.2. Soit f une fonction harmonique sur A C X, et T un temps
d’arrét tel que pour tout n < T on a X, € A. Alors si Xo =x € A, (f(XnrT))nen
est une martingale.

En particulier, pour tout n € N, E.[f(Xnua1)] = f().

Ce théoréme s’applique notamment au temps d’arrét 7' := inf{n; X,, ¢ A}.

Proof. 11 nous suffit de montrer que pour tout n € N on a

E[f(X(n—l—l)/\T”fn] = f(Xn/\T)-

Oron a

E[f (Xn+1yar) | Fnl = Elf (Xnr1)ar) Ir<nl Fal + ELf (X g 1)ar) Lrsn| Fa)
(XT)ILTSn + Qf(Xn)ﬂT>n

(X7)Lr<n + f(Xn)lrsn
(

Xn/\T)-

f
f
f

O

Définition 4.1.3 (Probléme de Dirichlet). Soit A C X, et g : A — R. On dit
que [ est une solution au probléme de Dirichlet associé @ A et g si f = g sur A et
f est harmonique sur A°.

Lemme 4.1.4. On considére une chaine de Markov irréductible, de malrice de
transition Q. Supposons que A est non-vide, et que A€ est fini et non-vide. Alors
la seule solution au probléme de Dirichlet avec g = 0 sur A est la fonction nulle.

Proof. Soit f une solution du probleme de Dirichlet, et xg € argmax,. f. Nous
allons montrer par I'absurde que f(zo) < 0. Sion a f(zg) > 0, f(zg) est le
maximum de f sur X', puisque f est nulle sur A. Soit T le temps d’arrét inf{n; X,, €
A}. Comme la chaine est irréductible, P(T' = oco) < 1. Soit n tel que Py, (T < n) >
0.

f(@0) = By [f (Xnar)] < f20)(1 = Poo (T > 1)) + 0 x P(T < n) < f(z0).

On a une contradiction, donc f(xg) < 0, et donc f est négative. Mais comme
—f est ausi une solution du méme probléme de Dirichlet, on en déduit que f est
nulle. O

Remarque 4.1.1. Dans cette preuve, 'hypothése A€ fini sert uniquement a justifier
que le maximum de [ sur A° est atteint.

La méthode de preuve est une technique souvent utilisée en EDP, connue sous
le nom de principe du mazimum.
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Théoréme 4.1.5 (Représentation des solutions du probléme de Dirichlet). Soit Q
la matrice de transition d’une chaine de Markov irréductible récurrente. Soit A C X
un ensemble non vide et différent de X, et g : A — R mesurable bornée. Alors la
fonction

[z — Ey[g(X7)]

avec T := inf{n; X,, € A} est une solution du probléme de Dirichlet. Si de plus A°

est fini, alors c’est l'unique solution.

Proof. L’unicité est une conséquence du Lemme 4.1.4] puique la différence de deux
solutions est une solution au probléme de Dirichlet avec condition g = 0.

Pour 'existence, tout d’abord comme la chaine est irréductible récurrente, f est
bien définie. De plus, par définition on a bien f = g sur A. 1l nous reste donc a
montrer que f est harmonique sur A°.

En utilisant la propriété de Markov, on a pour x € A€

Ee[9(XT)] = Ex[g(X7)1r=1 + 9(XT)I751]
=Y 9WQx,y) + > Qz,y)Ey[g(X7)]

yeA yeAC

= Q) f(y).

Donc f est bien harmonique sur A€. O

On conclut cette section par une caractérisation des chaines de Markov en terme
de martingales :

Théoréme 4.1.6. Un processus (X )nen sur X est une chaine de Markov de ma-
trice de transition @Q ssi pour toute fonction f mesurable bornée a valeurs réelles le

Processus (f(Xn) - ZZ;(% Qf(Xx) — f(Xk)> N est une martingale.
ne

Proof. On a déja wvu, via la décomposition de Doob-Meyer, que si
(Xn)neny est une chaine de Markov de matrice de transition @, alors

(f(Xn) — ZZ;(I) Qf(Xy) — f(Xk)) N est une martingale.
ne
Pour I'autre implication, on utilise f(z) = 1x,—,. La propriété de martingale

nous donne

Ellx,,, = z|F,] = Q(Xn, x).

Or E[lx,., = z|F,] = P[X,,41 = 2[Xo, ..., Xp—1], on reconnait donc la propriété
définissant les chaines de Markov de matrice de transition Q. O

4.2 Applications aux temps de sortie

On peut utiliser les fonctions harmoniques pour établir des propriétés des temps
d’atteinte de domaines.

Proposition 4.2.1. Soient A et B deuz ensembles disjoints avec (AU B)° non vide
et fini, et f la solution au probléme de Dirichlet sur AU B avec g = 1 4. Alors

IP):B(TA < TB) = f(:E)

ot Ty = inf{n; X,, € A} et Tp = inf{n; X,, € B}.
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Donc si on sait calculer la solution du probléme de Dirichlet, on peut calculer
des probabilités de sortie.

PTOOf. On a Ty < Tp & g(XTA/\TB) =letTp < Ty & g(XTA/\TB) = 0. On
conclut via le Théoréme 1.5 O

Exercice 4.2.1. Soit X,, la marche aléatoire simple symétrique surZ, et a < x < b.

Montrer que
T —a

b—a

P.(T, > Tp) =

Solution 4.2.1. On peut facilement montrer que les fonctions affines sur Z sont
harmoniques pour la marche aléatoire symétrique. On vérifie alors que {=5 sur |a, b]
est la solution du probléme de Dirichlet sur Z\(a,b) avec g = 1jy40). La conclusion
découle alors de la Proposition précédente.

Exemple 4.2.1 (Probabilité d’extinction du processus de Galton-Watson). Soil
(Np)nen un processus de Galton Watson, construit a partir de vaiables aléatoires
id (X} )knen @ valeurs dans N, et avec No = 1. On pose

m = E[X}], o(t):=E [t’ﬂ =Y B(X] = k).
k

Soit ¢ la plus petite racine positive de I’équation ¢(t) =t. On suppose que P(X{ =
0) >0et¢<1. Alors P(3In t.q. N, =0)=¢.

Pour montrer ce résultat, on va identifier une fonction harmonique pour la chaine
de Markov sur N définie par le processus de Galton-Watson. On rappelle que sa
matrice de transition est donnée par

:P(é){}:ﬁ).

Nous allons montrer que m — ("™ est harmonique. En effet,

E[C™|Np = k] = E [Tk Xﬂ
k
H E[¢N] = p(¢)F = ¢*.

Comme P(X = 0) > 0, on peut atteindre 0 avec probabilité positive depuis
n’importe quel état k. En particulier, on a ’alternative suivante : soit N, = 0 pour
n suffisamment grand, soit N, — oco. En effet, si un état &k > 1 est visité une
infinité de fois, on finit par aller en zero, mais alors on n’en repartirait plus, ce qui
serait absurde.

On peut alors voir m — (™ comme la solution au probléme de Dirichlet sur
{0, 00} avec second membre 1y. On a alors, comme ¢ < 1,

P(In t.q. N, =0) = HISEOE[CN"] — (Mo,
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Part 11

Théorémes limites
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Chapter 5

Topologie de la convergence en loi

Le but de ce chapitre est de comprendre certains aspects topologiques de la conver-
gence en loi, et notamment de caractériser les ensembles compacts des espaces de
mesures de probabilité.

On énoncera les théorémes, et on fera la plupart des preuves, dans le cadre
général des espaces polonais. Toutefois, si ce cadre pose des difficultés, on pourra
se placer dans le cadre des espaces RY.

5.1 Quelques rappels

5.1.1 Convergence étroite

Définition 5.1.1. Soit E un espace polonais (i.e. métrique, séparable complet).
Une suite de mesures positives (i )nen sur E converge étroitement vers une mesure
w st pour toute fonction f € Cp(E,R) on a

/ Fdp, — / fdu.

Une suite de variables aléatoires (X, )nen sur E converge en loi vers X si la
sutte des lois des X, converge étroitement vers la loi de X.

Ici, Cy(E,R) est I'ensemble des fonctions continues bornées et a valeurs réelles.
Dans ce chapitre, on utilisera plutét la terminologie de ’analyse, et on parlera de
convergence étroite.

Proposition 5.1.2. On suppose (E,d) est un espace polonais. Soit (fin)neN une
sutte de mesures de probabilité. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (pn)nen converge étroitement vers pu;
Pour toute fonction f uniformément continue bornée, [ fdu, — [ fdu;
Pour toute fonction f lispchitz et bornée, on a [ fdp, — [ fdu;

Pour tout fermé F, on a p(F) = limsup pu,(F);

Pour tout ouvert O, on a pu(0O) < liminf p,(O);

6. Pour tout borélien A avec p(0A) =0, on a lim p,(A) = u(A);
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7. Pour toute fonction f mesurable, continue pu-presque partout et bornée, on a

[ fdpn — [ fdp.

Proof. Les implications 1 = 2 = 3 et 7 = 1, et I’équivalence 4 < 5, sont immeédi-
ates.

Pour montrer que 3 = 4, pour F un ensemble fermé, on introduit la fonction
fr(x) :=max(0,1 — Kd(z, F')). Cette fonction est K-lipchitz et bornée, et lorsque
K — 400, fg converge de maniére monotone vers lp. On a donc p,(F) <
| frdun, pour tout n, et donc

lim sup pp, (F) < lim lim sup/deuN = lim/de,u = p(F)
n K n K
ol on a utilisé le théoréme de convergence dominé appliquée aux fonctions fx < 1.
On a donc bien 3 = 4.

Montrons maintenant que 4 et 5 (qui sont équivalentes) impliquent 6. Si

w(0A) =0, on a alors pu(A) = pu(A°) = u(A), et donc
w(A) = u(A°) < liminf p, (A°) < liminf g, (A) < limsup p,(A)

< limsup ,U/n("zl) < M(A) = p(A),

ce qui permet de conclure.

Montrons enfin que 6 = 7. Soit f une fonction mesurable, bornée et continue
p-presque partout. Quitte & décomposer f en fi — f_, on peut supposer que f est
positive. Grace au théoréme de Fubini, on a

/fdu = /u(dw) /Uoo Lo, () (y)dy = /OOO p({f = y}dy.

Soit D I’ensemble des points de discontinuité de f. Pour tout y, si A, = {z; f(x) >
y}, alors A, C DU{f = y}. En effet, si 2 € A, alors il existe une suite telle que
xn — x avec f(x,) > y pour tout n. Alors, si x n’est pas un point de discontinuité
de f, et n’est pas dans A, on a nécessairement f(z) = y. On souhaite montrer que
pour Lebesgue-presque tout y, on a u(0A4,) = 0, et pour ce il suffit de montrer que
pour Lebesgue-presque tout y, on a u({f =y}) =0.

Or {y = 0; u({f = y}) > 0} = Ugen{y = O;u({f = y}) > 1/k}. Or comme les
{f = y} sont deux a deux disjoints, {y > 0; u({f = y}) = 1/k} est de cardinal in-
férieur a k. Donc {y > 0; u({f = y}) > 0} est une réunion dénombrable d’ensemble
finis, donc dénombrable, et donc de mesure de Lebesgue nulle.

Donc, en utilisant 6, pour Lebesgue-presque tout y > 0, on a u,(f > y) —
wu(f = y). Alors, par convergence dominée,

| fn - /0 M 2 iy — /0 Y > wdy = [ in

ce qui conclut la preuve.
O

Exercice 5.1.1. Soit (jin)nen et p des mesures de probabilités sur R*, et H un
ensemble de fonctions mesurables bornées, dont l’adhérence pour la topologie de la
convergence uniforme contient C.(R¥, R). Montrer que si [ fdpn — [ fdp pour
toute fonction f dans H, alors u, converge étroitement vers p
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Ce résultat devient faux si p n’est pas une mesure de probabilité, ou si on n’est
pas en dimension finie (la preuve utilisera la compacité des boules fermées).

Solution 5.1.1. Montrons d’abord que le résultat est vrai pour H = C.(R¥,R). On
considére une fonction cutoff & qui est continue, a valeurs dans [0,1], égale a 1 sur
B(0,7) et nulle sur B(0,r + 1)¢. On a alors

lim sup p, (B(0,7 4+ 1)) < 1 — liminf/@dun < u(B(0,7r)°.

Soil f continue bornée, € > 0 et r > 1 tel que u(B(0,r — 1)¢) < +—. Par
hypothése, il existe g € H telle que ||f& — glloo < &/4. Alors

‘/fdu—/fdun < ’/f&dun—/fdun + '/f&dun—/gdun
+‘/9dun/gdu‘+’/gdu/ffrdu‘+‘/f€rdu/fdu’

<l loottn (B, = 1)° + |1l looss(BO, r — 1)° + 2||f& — glloc + ‘ / gty — / gdu‘

3e ¢
< X i (B0 = 1+ | [ g [ g,

/gdun - /gdu‘

<e.

On a donc
limsup‘/fd,u—/fdun

Comme € était arbitraire, ceci conclut la preuve.

< limsup || f||ooptn (B(0,7 — 1)¢ + lim sup
n n

Pour conclure, on rappelle la caractérisation suivante de la convergence en loi
sur R :

Proposition 5.1.3. Une suite de mesures de probabilité (u,) sur R converge
étroitement vers une mesure de probabilité p ssi les fonctions de répartition F),,
satisfont

F,(x) — Fyu(x)

en tout point x ou F, est continue.

A noter que I'ensemble des points de discontinuité d’une fonction de répartition
est au plus dénombrable.

NB. L’hypothése que toutes les mesures sont des mesures de probabilité est essen-
tielle ici : la suite des fonctions de répartition des mesures 6, converge simplement
vers la fonction nulle, mais il n’y a pas de convergence en loi.

5.1.2 Théoréme de Lévy

On rappelle ici le théoréme de continuité de Lévy, qui lie convergence en loi et
convergence des fonctions caractéristiques.
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Définition 5.1.4. La fonction caractéristique d’une mesure positive finie p sur R?
est

oula)i= [ explite.g))dn

Théoréme 5.1.5 (Théoréme de Lévy). Soit (pn)nen une suite de mesures de prob-
abilités sur R, Alors la suite (jin)nen converge étroitement vers une mesure de
probabilité (1 ssi la suite (pu, )nen converge simplement vers ¢,,.

5.2 Distance de Lévy-Prokhorov

Le but de cette section est de montrer que ’espace des mesures de probabilité, muni
de la topologie de la convergence étroite, peut étre équippé d’une distance qui en
fait un espace polonais.

Définition 5.2.1 (Distance de Lévy-Prokhorov). Soit (E,d) un espace polonais.
La distance de Lévy-Prokhorov (assoicée a d) sur P(E) est

drp(p,v) :==inf{r > 0;u(F) <v(F")+r VF CE fermé },
ouw F":={x € E;d(z,F) < r} est le r-voisinage ouvert de F'.

Cette distance est utile pour des considérations théoriques, et notamment
topologique, mais est rarement utilisée en pratique car elle est difficile & calculer.
Nous verrons dans la Section d’autres distances, souvent plus pratiques pour
I’étude de problémes concrets.

Montrons que dy,p est bien une distance. Elle est trivialement positive, et prend
des valeurs finies, car elle est trivialement majorée par 1. Commengons par montrer
qu’elle est symétrique. Soit p et v donnée, et r > drp(p,v). Pour tout F fermé,
on a

u(F) <v(F") +r.

Soit F' un fermé donné. Alors F' = E\F" est fermé, et F' C E\(F')". Donc
v(F)<1—v((F))<1—p(F')+r=pF)+r.

Comme F' est quelconque, on en déduit dpp(v, ) < 7, et on conclut en faisant
tendre r vers drp(u,v).

Montrons maintenant qu drp(u, v) = 0 < p = v. L’impliction de la droite vers
la gauche est immédiate. Pour Pautre implication, supposons que dpp(u,v) =0, et
soit F' un fermé arbitraire. On a p(F) < v(F*¢) + ¢ pour tout € > 0. Mais comme
F = N.F¢, en faisant tendre € vers 0 on obtient u(F) < v(F') pour tout ensemble
fermé. Par symétrie de dyp, on peut donc conclure que u = v.

Enfin, dpp vérifie 'inégalité triangulaire. En effet, si p1,pu2 et ps sont des
mesures de probailité et 7,7’ sont tels que pour tout fermé F on ait

p(F) < pa(F7) + 73 pa(F) < ps(F) + 7,

alors
pa(F) < pa(Fr) + 1 < ps(Fr)7) +r 47 < pa(F™) 047,

et donc drp(p1, pu3) < r+r'. On conclut en prenant l'inf sur les r et ' admissibles.
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Proposition 5.2.2. La distance dpp induit la topologie de la convergence étroite.
La preuve utilisera le lemme suivant :

Lemme 5.2.3. Soit (E,d) un espace métrique séparable, p une mesure borelienne
finie sur Eet D un sous-ensemble dénombrable dense de E. Pour tout € > 0, il
existe une famille dénombrable de points x; de D et une famille (6;)ien € (0,6)N
tels que
U B(i,6:) = B;  u(0B(x,6)) = 0.
€N
Dans ce lemme, ¢a ne change rien si on considére des boules ouvertes ou fermées.
Ce lemme va nous permettre d’approximer des ensembles arbitraires avec des unions
de boules arbitrairement petites, dans I’esprit de ’approximation de sous-ensembles
de R par des unions d’intervalles. La condition de frontiére de mesure nulle va nous
permettre d’utiliser la propriété 6 de la Proposition [5.1.2]
On peut aussi considérer une variante de ce lemme, ou le sensembles ne sont
plus des boules, mais deviennent disjoints :

Lemme 5.2.4. Soit (E,d) un espace métrique séparable et u une mesure borelienne
finie sur E, et § > 0. Il existe une partition de E en des ensembles disjoints A;

avec diam(A;) < § et u(0A) = 0.

Preuve de la Proposition[5.2.9. Tout d’abord, montrons que si drp(pn, ) — 0,
alors i, converge étroitement vers . On a une suite &, qui décroit vers 0 telle que
pour tout n et tout fermé F on a

P(F) < pn(F) +eny i (F) < p(F) + en.

Donc

lim sup i (F) < limsup p(F") + €, = p(F) = p(F).

La Proposition permet de conclure.

Montrons maintenant que si u, converge étroitement vers p, alors drp(fn, 1)
tend vers 0. Soit € > 0 et § < /3. En utilisant le lemme on se donne une
collection de boules B; = B(x;,d;) avec §; < 6/2, U;B; = E et u(0B;) = 0 pour
tout . Soit k tel que

On consideére la collection finie d’ensembles
A= {UjGJBj; JCH{l,....k}}.

Comme tout élément de A ets une réunion finie d’ensembles dont les frontiéres sont
de mesure nulle, pour tout A € A on a u(0A) = 0. On a donc p,(A) — wu(A)
pour tout A € A. Soit N suffisemment grand pour que

|n(A) —u(A)| <d Yn>= N, Ac A
En particulier, pour tout n > N,

pn (Uj<k Bj) 2 p(Uj<rBy) — 6 = 1 - 26.
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Soit B un borelien arbitraire, qu’on souhaite approximer avec
A = Uj<k,B;nB#oBj-

Alors A C BY car le diamétre des Bj est inférieur a 6, et B C AU (Uj<xB;)°. On
a donc poun > N

n(B)

INCINCIN NN

On a donc dpp(u, ptn) < € pour tout n > N. Donc on a bien drp(u, p,) — 0. O

Preuve du Lemme[5.2.3 Soit D un ensemble dénombrable dense, et x € D. On
pose S(z,7) :={y,d(xz,y) =r}. On a dB(z,r) C S(x,7).

Soit Ag = {r € (6/2,0); u(S(z,r)) > 1/k}. Comme les ensembles S(x,r)
sont deux a deux disjoints, il y a au plus ku(F) éléments dans Ag. Donc
{r €(6/2,6); u(S(x,r)) > 0} = J, Ay est au plus dénombrable, car réunion dénom-
brable d’ensembles finis.

Il existe donc toujours un r € (§/2,0) tel que p(0B(z,r)) = 0. Comme D est
dense, en prenant pour chaque x € D une telle boule, I’union de ces boules recouvre
FE, ce qui permet de conclure la preuve. O

Prewve du Lemme [5.2.4) On considie une collection de boules fermées B; de rayon
< 0/2 donnée par le Lemme [5.2.3] via une collection de points dénombrables dense
(x;)ien. On construit ensuite itérativement la collection (A;);en avec

Ao = By; Apti1 = Bpia\ (Uicn Bi) -

Les A; forment bien une partition de F, et ils sont tous de diamétre inférieur a 6.
De plus,
04, C UjgnaBj

et donc on a bien u(90A,) <) .., n(0B;) = 0. O

j<n

Proposition 5.2.5. Si (E,d) est un espace polonais, alors l'espace métrique
(P(E),dpp) est séparable.

Preuve de la Proposition[5.2.5 Soit D un ensemble dénombrable dense de E. Nous

allons montrer qu’on peut approximer une mesure donnée par des mesures de la
forme
> ajbe;, > =1, aj € QY. (5.1)
J J

I’ensemble des mesures de cette forme est bien dénombrable.

Soit A; la collection d’ensembles donnée par le Lemme avec 0 < 1/(2n).
On a alors ) u(Aj) = 1. On peut considérer dans la suite uniquement les A;
d’intérieur non-vide, car sinon A; C 0A;, qui est alors de mesure nulle. Soit n € N*
fixé. On peut trouver une collection de rationnels positifs 5; tels que > 5; =1 et
> 185 —(A;j)| < L. On peut considérer dans la suite uniquement les A; d’intérieur
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non-vide, car sinon A; C 0A;, qui est alors de mesure nulle. On choisit alors pour
tout j un z; € D, et on définit

L = Zﬁjaxj.
J

On note que u, est bien une mesure de probabilité de la forme (5.1}).
On a ensuite pour tout fermé F 'inclusion Uy, cpBj C F2 et donc

:un(F): Z Bj < 717,+ZM(Aj) <H(F26)+l

n
Z cF

et donc, comme 2§ < 1/n, on a bien drp(pn, 1) < 1/n.
O

Théoréme 5.2.6. Si (E,d) est un espace polonais, alors [’espace métrique
(P(E),drp) est lui aussi polonais.

La preuve de ce théoréme (pour laquelle il suffit de montrer la complétude) sera
faite plus tard.

5.3 Tension

L’objectif de cette section est d’étudier plus en détails la topologie de des espaces
de mesures de probabilité, et notamment d’en caractériser les sous-ensembles séqen-
tiellement compacts (pour la convergence étroite).

5.3.1 Cas réel

En dimension 1, on peut utiliser comme outil les fonctions de répartition F),(z) :=

p((—o0, x]) et la Proposition [5.1.3|

Proposition 5.3.1 (Lemme de Helly-Braye). Soit (f,) une suite de fonctions crois-
santes de R, a valeurs dans Uintervalle [0,1]. Alors il existe une sous-suile qui
converge simplement. En particulier, de toute suites de fonctions de répartition de
lois de probailité, on peut extraire une sous-suite convergente.

Proof. Comme un produit dénombrable d’espaces métriques séquentiellement com-
pacts est séquentiellement compact, il existe une sous suite convergeante en tous
points de Q, que nous noterons f,. Notons f la limite de cette sous-suite con-
vergeante. On peut définir

f~(x) == sup{f(y),y € QN (=00, 2]}, fi(z):=inf{f(y),y € QN [z, +00)}.

Par monotonie, 'ensemble D des points auxquels f_(z) < fi(x) est au plus dénom-
brable. Notons encore f(z) leurs valeurs communes sur R\ D.

Nous allons maintenant montrer que f,(z) — f(z) sur R\D. Soit x € R\D.
Il existe y < x et z > x rationnels tels que

f) = f@) —e flz) < flz) +e
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. Par convergence simple des suites (f,(y)) et (fn(2)), pour tout n suffisamment
grand on a alors

faly) = flz) — 265 f(2) < flx) + 2

. Par monotonie des f,, on a alors pour n suffisamment grand
f(z) =2 < fulz) < f(2) — 2

et donc on a bien convergence simple sur R\ D.
Enfin, comme D est dénombrable, on peut extraire une sous-suite qui converge
aussi simplement sur D, ce qui conclut la preuve. ]

Corollaire 5.3.2. Soit (u,) une séquence de mesures de probabilités sur R. 1l
eriste une sous-suite convergeant vaguement vers une mesure positive | sur R, avec
w(R) < 1, c’est a dire que pour toute fonction f continue a support compact,

/fd,un—>/fd,u.

NB. La limite d’une suite de fonctions de répartition obtenue via le lemme de Helly-
Braye n’est pas forcément elle-méme une fonction de répartition. Par ezemple, la
suite des fonctions de répartitions des mesures de Dirac 6y, est 1y, o), et leur limite
est la fonction nulle.

En revanche, cette limite est toujours une fonction croissante.

En d’autres termes, I’ensemble des mesures positives sur R de masse inférieure
a 1 est séquentiellement compact pour la convergence vague. Par contre, I’ensemble
des mesures de probabilité ne 1’est pas. De plus, comme la limite peut avoir une
masse totale strictement inférieure a 1, il n’y a pas nécessairement convergence
étroite.

Pour pouvoir garantir que la limite (aprés extraction) est une mesure de prob-
abilité, il faut et suffit que la limite des fonctions caractéristiques tende vers 1 en
400 et 0 en —o0, i.e.

lim limF,, (z)=1; lim limF, (x)=0 (5.2)

r—+00 n r——00 N
Ceci méne & la définition suivante :

Définition 5.3.3 (Tension, cas réel). Une famille T' de mesures de probabilité sur
R est dite tendue si pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que

inf F,(r) — Fu(=r) 2 1 —¢;
pel

ou, de maniére équivalente,

sup ([, 71°) < .
pel’

Exercice 5.3.1. Monitrer que une suite de mesures de probabilité est tendue ssi on

a (52

56



Solution 5.3.1. La notion de tension est équivalente a
liminf ), (r) — F, (—r) = 1.
T n

Comme de plus les fonctions de répartition sont croissantes et prennent des valeurs
entre 0 et 1, on a

liminf F}, (r) = 1; limsup F,, (—r) = 0.
ron roon
On en déduit que
1 > limlim Fy,, (r) > liminf F, (r) =1
T n T n

et la méme chose fonctionne pour le comportement en —oo.
Réciproqguement, si on a (5.2)), pour tout € > 0, il existe R > 0 et N = N(R)
tels que pour tout n > N et r > R on ait

Fu,(r)>1—-¢/2.

Comme de plus pour n fixé la fonction de répartition tend vers 1 & Uinfini, quitte
augmenter r on peut avoir la méme borne pour n < N, et donc trouver r tel que

inf £, (r) > 1—¢/2.

. De maniére symétrique, on a le méme comportment en —oo, et donc il existe v
suffisemment grand tel que

inf Fy, (r) — Fp,(-r) > 1—¢.
n

En combinant le lemme de Helly-Braye et ce résultat, on obtient :

Théoréme 5.3.4 (Théoréme de Prokhorov, cas réel). Si une suite de mesures de
probabilité sur R est tendue, alors elle admet une sous-suite qui converge étroite-
ment.

La réciproque est aussi vraie en un certain sens, qu’on verra dans la suite.

5.3.2 Cas compact

Dans le cas d’un espace compact, il n’y a pas besoin de parler de tension, et
I’espace des mesures de probabilité sera lui-méme compact. Pour démontrer cela,
on s’appuiera sur des résultats d’analyse fonctionnelle.

Théoréme 5.3.5 (Théoréeme de représentation de Riesz-Markov). Soit (E,d) un
espace métrique compact, et v une forme linéaire positive sur (C(E,R),||-||~) telle
que p(1) < co. Alors il existe une unique mesure positive finie borelienne p sur E
telle que

o) = [ fdn vt e ClER).
De plus, u(E) = (1) = [[¢]
A noter qu’une telle forme linéaire est nécessairement continue sur (C(E,R), ||

[loo)-
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Corollaire 5.3.6. Soit (E,d) un espace métrique compact. Alors la topologie
de la convergence étroite de mesures finies coincide avec la topologie faible-* sur
lensemble des formes linéaires positives.

Théoréme 5.3.7 (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Soit E un espace vec-
toriel normé séparable. La boule unité de son dual (I’ensemble des formes linéaires
continues) est compact pour la topologie faible-*.

Dans le cadre compact, 'ensemble des mesures de probabilité est fermé dans
C(E,R)*, et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 5.3.8 (Théoréeme de Prokhorov, cas des espaces compacts). Si (E,d)
est un espace compact, alors P(E) est compact pour la topologie de la convergence
étroite.

Corollaire 5.3.9. Si une suite de variables aléatoires est uniformément bornée
(c’est a dire que il existe M > 0 tel que pour tout n on ait | X,| < M p.s.), alors
on peut en extraire une sous-suite qui converge en loi.

5.3.3 Cas général

Le but maintenant sera de voir le théoréme de Prokhorov dans un cadre plus général.
La généralisation naturelle de la notion de tension pour un espace topologique est :

Définition 5.3.10 (Tension). Un ensemble I' C P(E) est tendu si pour tout € > 0
il existe un compact K. C E tel que

sup u(F\K;) < e.
pel’

Exercice 5.3.2. 1. Soit pu une mesure de probabilité sur un espace polonais.
Montrer que pour tout k > 1, il existe un nombre fini Ny de boules de rayon
1/k dont I'union est de mesure supérieure a 1 — 27 %¢.

2. En déduire que le singleton {u} est tendu.

3. Montrer qu’un ensemble fini de mesures de probabilité sur un espace polonais
est tendu.

Solution 5.3.2. 1. Comme E est polonais, on peut considérer une suite dénom-
brable dense (zp)nen+. Comme pour tout k > 1, on a Uy B(zy, 1/k) = E, ot
B est une boule fermée de centre et rayon donnés, on peut toujours trouver

Ny tel que
€

t (Uneny Blzn, 1/k)) =1 — ok

2. On considére A = Ny (Un<n,B(zn,1/k)). On a

n(A°) < ZN ((UnSNkB(Zm 1/k))c) SE
k

De plus, A est recouvrable par un nombre fini de boules de rayon arbitrairement
petit, donc A est précompact. Comme de plus A est fermé, cet ensemble est
compact. On a donc un ensemble compact de masse arbitrairement proche de
1, donc {u} est tendu.
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3. Soit {p1, ..., un} un ensemble fini de mesures. Pour tout € > 0, il existe des
compacts K; tels que pu;(K;) > 1 —e. Alors U;K; est un compact, et tous les
i lui donnent une masse supérieure 4 1 —e. L’ensemble {1, ..., pn} est donc
tendu.

Notre but va étre maintenant de prouver la caractérisation suivante:

Théoréme 5.3.11 (Théoréme de Prokhorov). Soit E un espace polonais. Une
famille de mesures de probabilité est relativement compacte dans P(E) ssi elle est
tendue.

Proof. Montrons d’abord qu’une famille tendue est relativement compacte. Comme
on a déja montré que P(E) est un espace métrique séparable, on peut utiliser la
caractérisation séquentielle de la compacité. Soit (L )nen une suite d’éléments
d’une famille tendue. Par définition de la tension, pour tout p > 1, il existe un

compact K, tel que
1
sup pn ((Kp)©) < —.
n p

Sans perdre de généralité, on supposera les K, emboités, c’est a dire K, C Kp41.
On peut considérer des restrictions a ces domaines K, c’est a dire les mesures de
probabilités uh définies par

() = Lo A0 1)
Mn(Kp)
Ces mesures représentent bien sir des lois conditionnelles, avec contrainte de rester

dans K.

Comme ces mesures sont & support dans un compact, on sait qu’elles sont
séquentiellement compactes : pour tout p, on peut extraire une sous-suite de uh
qui converge étroitement vers une limite v”, elle ausi & support dans K,. Par
extraction diagonale, on peut alors trouver une sous suite p(n) telle que

p etr. p
1%
Hom) —

pour tout p. De plus, comme les p1,,(K,) sont & valeurs dans [1 — p~1, 1], on peut
aussi sans perdre de généralité (quitte a extraire de nouveau) supposer que pour
tout p,
Hep(n) (KP) —mp € [1 - p717 1}

pour tout p > 1. On pose pP = myvP. Comme les K, sont emboités, on a pu,((A
Kp) N Kpi1) = un(A N Kp), et donc P (AN K,) = uP(A). De plus, uP(A)
pPT(A) pour tout A. On peut donc étendre pP a I'espace tout entier par pP(A)
WP(ANK,), et définir

/A D

w(A) = lim pP(A)

par convergence monotone. Comme m, — 1, cette mesure y est une mesure de
probabilité. Montrons que p,(,) converge étoitement vers . On a pour tout ouver
O et pour tout p > 1

lim inf tom)(0) = lim inf tio(n) (O N Kp) = liminf Mg(n)(O)“’s&(n) (Kp).
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Comme O N K, est un ouvert de K, on peut appliquer la convergence étroite des
restrictions et avoir
limninf o) (O) = 1P (O).

En faisant tendre p vers I'infini, on en déduit lim inf,, j1,(,)(O) = p(O), ce qui donne
la convergence étroite via la Proposition

Démontrons maintenant la réciproque. Soit I' une famille relativement com-
pacte. Quitte a prendre son adhérence, on peut supposer qu’elle est compacte.
Ceci se fait sans perte de généralité, puisque si I'adhérence d’une famille est ten-
due, la famille est aussi tendue. Soit (zp)nen une famille dénombrable dense et
Ok = U<, B(zi, 1/k).

Pour tout k et tout € > 0, il existe NV tel que pour toute mesure p € I' on ait
1(Ok,n) > 1 —e€. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver une suite i,
qui converge vers une mesure p € I' par compacité, et telle que 1, (O,) < 1—¢
pour tout n. Mais alors, par monotone de la suite O, en n, on aurait pour tout
m

N(Ok,m) < hnzinf Mn(Ok,m) < hmninf Nn(Ok,n) <l-e

Mais comme (J,, Ok, = E, on a aussi lim,, ;1(Oy,) = 1, et donc il y aurait contra-
diction.

Soit € > 0, et N}, un entier tel que u(Op n) > 1 — /2" pour tout p € T'. Posons
K = ﬂk>1 Okak. Alors K est précompact, et fermé, donc compact car E est
complet. De plus,

WE/K) <D p0hy) <D 55 ==
k

k>1
Comme € est arbitraire, I' est donc bien une famille tendue. ]

Comme conséquence du théoréme de Prokhorov, on peut utiliser le raisonnement
suivant pour démontrer une convergence en loi : montrer que la suite des lois est
tendue, puis qu’il n’y a qu’une seule limite possible. C’est I’analogue du raison-
nement classique en analyse qu’une suite bornée de réels qui n’a qu’une seule valeur
d’adhérence converge.

Corollaire 5.3.12. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires 4 valeurs dans
R?. On suppose que pour tout e > 0 il existe R > 0 tel que

supP(|X,| > R) < e.
n

Alors il existe une extraction ¢ et une variable aléatoire X o valeurs dans R? telles
que X, LNS'S

Démontrons maintenant le Théoréme (qui n’a pas été utilisé dans la dé-
monstration du théoréme de Prokhorov).

Preuve du Théoréme[5.2.0. Soit (u,) une suite de Cauchy pour drp. Nous allons
montrer qu’elle est tendue, et le théoréme de Prokhorov nous permettra ensuite
de conclure qu’on peut en extraire une sous-suite convergente, ce qui suffira pour
déduire la complétude.
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Par propriété de Cauchy, il existe une extraction ¢ telle que

drp(fm, pp(n)) < ol Vm = ¢(n).

Comme l'ensemble fini {y1, ..., fiy(n)} est tendu, on peut trouver un compact K,
tel que

g
E/K,;)) < ——.
ig%)u( [Kn) < 5o

En conséquence, pour tout m = ¢(n), on a

€

n+1
pn(E2) 2 gty (Bn) = dip (pm () 21— o

De plus, cette inégalité est aussi valable pour m < ¢(n), par choix de K. Posons
ensuite

K= ﬂKf/Q"“.
n

Comme Kf/ 2 peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon 27",
K peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon arbitrairement petit,
et est donc précompact. De plus, c’est un ensemble fermé dans un espace complet,
il est donc compact. De plus, pour tout m, on a

e/, 5
i (B/K) < p(Ki*)) < gy =

C’est donc bien une famille tendue, ce qui conclut la preuve. ]

5.4 Autres distances sur les espaces des mesures de
probabilités

La distance de Lévy-Prokhorov est utile pour des considérations théoriques, mais

est difficilement utilisable pour I’analyse quantitative de problémes concrets, en

particulier parce qu’elle est difficile & calculer. On verra dans cette section d’autres
distances sur les espaces de mesures, plus faciles a estimer dans des cadres concrets.

NB. Par abus de notation, lorsque d est une distance sur un espace de mesures de
probabilité et X et Y deuz variables aléatoires, on notera d(X,Y") pour la distance
entre la loi de X et la loi de Y.

5.4.1 Distance de Kolmogorov

Définition 5.4.1 (Distance de Kolmogorov). La distance de Kolmogorov entre deux
mesures de probabilité sur R est donnée par

dgcot(p, v) = sup [p((—00, z]) — v((—00, z])| = |[F}y = Fy|oo-
x
La distance de Kolmogorov permet de controler la convergence en loi, puisque si

on a convergence uniforme des fonctions de répartition, on a a fortiori convergence
simple. La réciproque n'est pas vraie : dg,i(d1/n,00) = 1 pour tout n > 0.
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Exercice 5.4.1. 1. Calculer la distance de Kolmogorov entre deux lois de
Bernoulli, en fonction de leurs paramétres.

2. Calculer la distance de Kolmogorov entre deux lois exponentielles, en fonction
de leurs parameéetres.

Solution 5.4.1. 1. Notonsp et q les deux paramétres. La fonction de répartition
d’une loi de Bernoulli est constante par morceauz, avec une valeur qui change
en 0 et 1. En comparant les valeurs en ces deux points, on voit que la distance
de Kolmogorov est donnée par |p — ql.

2. On considére deux lois exponentielles de paramétres respetcifs o et 3, et on
suppose sans perdre de généralité que o > B. La différence des fonctions de
répartition en x est donnée par exp(—px) — exp(—ax). Si on dérive, on voit
que le maximum est atteint en

_ log(a) — log(§)
a— L8 ’

@)

et donc leur distance de Kolmogorov est exp (—ﬁ (bg(a%lmng)

exp (_a <1og(a2:;>g(ﬂ))>_

Exercice 5.4.2. Soit v; la mesure gaussienne centrée de variance t2. Montrer que
st b a une densité bornée par une constante K, alors pour tout h > 0 on a

t
F%*u(x) - Fu(@ < Kh+ A

et en déduire que
drcot(t * py p) < 2VEK.

Solution 5.4.2. Soit X une variable aléatoire de loi i, et Z de loi v, indépendante
de X. Pour tout h >0 on a

{(X+Z<sc{X<2+h}U{Z<-h}

et donc ;
Fn(@) < Ey(z+h)+P(Z < —h) < Fy(z+h) + W
De plus, comme la densité de p est bornée, F,,(x + h) — F,(z) < Kh. La premiére
inégalité suit.
De méme,

On a donc bien
sup [Py (2) — Fu(z)| < Kh+ o
X

On optimise sur h pour conclure.

On peut utiliser ce résultat pour relier la convergence en distance de Kolmogorov
au comportement des fonctions caractéristiques :
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Proposition 5.4.2. Soit i et v deuz lois de probailité sur R absolument continues
par rapport o la mesure de Lebesque, et de densités bornées par K. Il existe une
constante C' > 0, qui ne dépend pas de K, telle que pour tout T' > 0 on ait

1 T
dKol(:ua V) < 2/
T J-T

ult) — o (t) ; v(t) ’ dt + CK2/57=2/5,

Ce résultat est une variante d’une inégalité classique de Esseen, qui utilise une
convolution avec une variable de densité (1 — cos(T'z))/(Tx?), dont la fonction car-
actéristique a 'avantage d’étre & support compact, plutdt qu’avec une gaussienne.
Le résultat optimal a un second terme en T~!, et ne demande une borne sur la
densité que pour une seule des deux variables.

Proof. Soit X (resp. Y) une variable aléatoire de loi pu (resp. v). Soit Z une
variable aléatoire gausienne de variance o2, indépendante de X et Y. On note f,
(resp. go) la densité de la loi de X + Z (resp. Y + Z). De méme, on note F, (resp.
G.) la fonction de répartition de la loi de X + Z (resp. Y + Z).Ces fonctions de
répartition sont continues, donc en utilisant la formule d’inversion de Fourier, on a

Fy(x) — Gy () = % / (s@x(y)i;w(y))gpz(y)emy a.
Y

La fonction caractéristique de Z est exp(—o2x2/2). On a donc

F,(z) — Gy(x) 1 /oo (ox(y) - @Y(y))eixye,azygmdy.

T or oo 1Y
Dol
1 T _ 2 006—02y2/2
up|F (o) — Goo)] < 5 [ 1 Zerlly, 2 [P E2g, )
v 2m J_p Y| T Jr ly|

Pour le deuxiéme terme, on prouve aisément une borne de la forme C/(o*T?) avec
C une constante positive qui ne dépend d’aucun des parameétres du probléeme. On
a donc

1 (7T lex(y) — ey (v)] c
dgot(X +2,Y +7) < — d e
Kol(X + +2) o /—T ly| yt o272

Avec l'inégalité triangulaire, on en déduit que

1 (T _
dro(X,Y) < / lox () @Y(y)|dy+
2r Jor ly]

o272 +4vokK.

On conclut en prenant o = K~1/57~4/5, O

On a une distinction d’ordre topologique entre la distance de Kolmogorov et la
distance de Lévy-Prokhorov :

Proposition 5.4.3. L’espace des mesures de probabilité sur R muni de la distance
do mest pas séparable.

Proof. On a dgo(z,0y) = 1y2+y. On a donc une famile indénombrable d’éléments
dont les distances deux & deux sont uniformément minorées par 1, ce qui n’est pas
possible dans un espace séparable. O
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5.4.2 Distance en variation totale

Définition 5.4.4 (Variation totale). La distance en variation totale entre deux
mesures de probabilité sur un espace E est

drv(p,v) == sup  |u(A) —v(A)]

A mesurable

Sur R, on a trivialement dry > dgor.

Proposition 5.4.5. Si u et v sont deuz mesures de probabilité sur R¥ avec des
densités f et g par rapport a la mesure de Lebesgque, alors

1
drv(p,v) = §|’f _gHLl(dx)'

Proof. Soit A un ensemble mesurable. Comme ka fdx = ka gdxr =1, on a

/Af—gd:c
/Afgdx ><;/|fgdx.

Réciproquement, si on considére ’ensemble mesurable A = {z; f(x) > g(z)},
on a

f—gdx
Ac
Et donc

jut) - v = 5 v

f—gdx
Ac.

18 =glia = [ 1 =gdzs | g fiz = ()=o)~ (4) = 2 D)= (A).

O

Tout comme la distance de Kolmogorov, la distance en variation totale ne rend
pas 'espace des mesures de probabilité séparable en général (méme si ¢a peut étre
le cas, par exemple sur un espace fini).

5.4.3 Distance de Wasserstein

Définition 5.4.6 (Distance de Wasserstein L!).
Wi, v) 1= f{E[1X — Y[J; £(X) = j, £(Y) = v},

Cette distance est un cas particulier de distance de transport optimal, dont
I’étude remonte & Monge au 18éme siécle, et qui ont été introduites dans leur
formulation moderne par Kantorovitch dans les années 40.

Exercice 5.4.3. Montrer que si p est une mesure de probabilité a support dans
[a,b] et v une mesure de probabilité o support dans [c,d] avec ¢ > b, alors

Wl(,u,y)—/ydu—/xdu.

Donner un contre-ezemple lorsque la condition sur les supports n’est pas vérifiée.
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Solution 5.4.3. Pour tout couplage (X,Y) de ces deuzr mesures, & cause de la
comparaison entre les supports on a X <Y, et donc

E[|X —Y|] = E[Y] — E[X].
Comme contre-ezemple, on a par exemple = oy et v = %(5_1 +d1).

Proposition 5.4.7. Soit u et v deux mesures de probabilté avec des moments
d’ordre 1 finis. Il existe un couplage m de u et v tel que

[ e = slar = W),

Ce couplage est appelé couplage (ou transport) optimal pour le coit L'.
On démontrera ce résultat d’existence par un argument de compacité :

Lemme 5.4.8. Pour toutes mesures de probabilité i et v sur R? données, 'ensemble
des couplages de | et v est compact.

Proof. Commencons par montrer que ’ensemble des couplages est relativement
compact. Soit € > 0 et Ky et Ko des compacts tels que

nw(KY) <e/2; v(K3) <e/2.
Alors pour tout couplage 7 on a
w((Ky x K2)?) < w(K§ x RY + w(RY x K§) = u(KS) + v(KS) < e.

Comme K7 x K5 est compact, on en déduit que ’ensemble des couplages est tendu,
et donc relativement compact par le Théoréme de Prokhorov.

Il nous reste & montrer que ’ensemble des couplages est fermé pour la conver-
gence étroite pour conclure la preuve. Soit 7, une suite de couplages, qui converge
étoitement vers une mesure de probabilité 7 sur R x R%.  Pour toute fonction
continue bornée

[ t@n(e.y) =tim [ f@)inao.g) =tim [ f@dne) = [ fe)duta).

Donc la premiére marginale de w est u. Le méme raisonnement appliqué ala seconde
marginale montre qu’elle est égale & v, et donc 7 est aussi un couplage de p et v.
L’ensemble des couplages est donc bien fermé, et donc compact. O

Exercice 5.4.4. Démontrer la Proposition[5.4.

Solution 5.4.4 (Preuve de la Proposition |5.4.7). Tout d’abord, comme les mesures
ont des moments d’ordre 1 finis, W1(u,v) est fini.
Soit m, une suite de couplages de p et v tels que

lim/ |z — y|dm, = Wh(u,v)

Comme 'ensemble des couplages est compact, quitte a extraire, on peut supposer
que T, converge étroitement vers un couplage w. Comme 7 est un couplage, par
définition on a

/ & — yldr > Wi ().
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De plus, pour tout R > 0
/(g; —y| A R)dr = lim/ (|lx — y| A R)dmy,
< lim/ |z — yldr, = Wi(p,v)

FEt donc, par limite monotone en R, on a

[l = slar < Wi,

Comme on avait déja l'inégalité inverse, on en déduit qu’il y a égalité, ce qui conclut
la preuve.

On a aussi une formulation duale de W7 :

Proposition 5.4.9 (Formule de Kantorovitch-Rubinstein).

Wi (p,v) = sup {/fdu - /fdl/; f]—Lipschitz}.

Esquisse de preuve. On tout d’abord

0 iy eIl
b = /f y)dy(x,y) + /fdu /ngZ{ UTe (k)
400 sinon

oil le sup est sur 'ensemble des mesures positives sur R x R? (et pas juste les
mesures de probabilité). On peut donc relacher la contrainte de couplage en

inf /|a:— |dm = inf~y > Osup/\w— yldy— /f y)dy(z,y)+ /fd,u—i—/gdl/.
mell(p,v)

On admet qu’on peut échanger l'inf et le sup (théoréme du minmax de Rockafellar).
Comme de plus

inf sup/\a: — y|dy— /f y)dy(z,y) = {0 si f(z) —g(y) < |z —y| Va,y

720 ¢4 400  sinon,

on a alors

inf /|x —yldr = sup /fdu /gdu.
mell(pv y)<|z—yl

Si f est 1-lipschitz, on peut prendre ¢ = f. Sinon, on peut remplacer g par
g(y) :=sup, f(x) — |z —y|. Cette fonction est 1-lipschitz, et pour toute fonction f
telle que f(z) —g(y) < |z —y| pour tout = et y, on a f < g, donc on peut remplacer
f par g. On peut donc se restreindre aux fonctions 1-lipschitz. O

Exercice 5.4.5. Quelle est la distance Wi entre deux lois de Bernoulli de
paramétres respectifs p et q? FEt entre deuzx lois gaussiennes de variance 1 et de
moyennes différentes?

66



Solution 5.4.5. Sans perdre de généralité, on suppose p > q. Si on considére le
couplage ot
m(1,1) =¢ 7(1,0)=p—q; 7(0,0)=gq,
alors on voit que Wi(Ber(p), Ber(q)) < |p —q|.
Réciproguement, avec la formule de dualité de Kantorovitch-Rubinstein, pour
tout fonction f 1 lipschitz on a

Wi (Ber(p),Ber(q)) = (p — ¢)(f(1) = f(0)).

En prenant comme fonction f(x) = x on en déduit que W1 > |p — q|.

Pour des gaussiennes de moyenne a > b, en testant la formule de dualité avec
f(x) =z on a Wi (N(a,1),N(b,1)) > a — b. Reciproquement, en considérant le
couplage (X, X +b—a) ot X = N(a,1), on a W1 < a—0b. On conclut que la
distance W1 entre deuz gaussiennes de mémes variances est donnée par la distance
entre les moyennes. A noter que ce résultat se généralise en dimension supérieure.

On peut ensuite regarder quelle est la topologie induite par Wi.

Théoréme 5.4.10. Soit (pn)nen et i des mesures de probabilité sur R®. Les propo-
sittons suivantes sont équivalentes :

1. (pn)nen converge étroitement vers pu et [ |xldu, — [|z|du ;

2. Wi(pen, ) — 0.

Pour démontrer ce résultat, on commencera par le cas compact, donné par le
lemme suivant :

Lemme 5.4.11. Soit (jupn)nen et p des mesures de probabilité sur la boules fermé
B(0, R). Alors (un) converge étroitement vers p ssi Wi (i, ) — 0.

Proof. Le sens réciproque est immédiat via la Proposition (puisque les fonc-
tions lispchitz sur un compact sont bornées).

Pour le sens direct, on va raisonner par contradiction. Supposons que Wi (i, 1)
ne tend pas vers 0. Par la formule de dualité de Kantorovitch-Rubinstein, il existe
alors € > 0 et une suite de fonctions 1-lispchitz sur B(0, R) telles que

inf/fndpn—/fndu>€.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que f,(0) = 0 pour tout n. On peut
alors utiliser le théoréme d’Arzela-Ascoli pour en extraire une suite convergent vers
une fonction f pour la norme uniforme. Cette fonction f est encore 1 lipschitz et
vérifie f(0) = 0. Par convergence étroite vers u, pour tout N assez grand

‘ [ tany - | fdu' <e/t.

Mais par convergence uniforme de f,, vers f, il existe des N arbitrairement grands
tels que

‘/deMN—/fdMN‘ <e/4 ‘/deM—/fdu‘ < e/4.

On en déduit qu’on peut trouver IN tel que

’/de/JN - /deu’ < 3e/4,

ce qui aboutit & une contradiction. O
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Preuve du Théoréme[5.4.10} Pour démontrer que (2) = (1), on utilise la conver-
gence des espérances de fonction lispchitz, et la Proposition pour obtenir la
convergence en loi. Pour la convergence du moment, on peut utiliser la borne

[E[X]] - E[Y]| <E[|X - Y]

pour tout couplage (X,Y) de u, et vy, et donc en particulier

] [ el [ |x|du] < Wi(jims ).

Démontrons maintenant que (1) = (2). Pour chaque mesure on définit sa
projection sur la boule de rayon R par

uR = #Lp0,R)
- u(B(O,R))

Comme ces mesures vivent sur un compact, et que pu,(B(0,R)) — wu(B(0,R))
pour presque tout R > 0, on peut trouver R arbitrairement grand tel que

Wl(/‘L§7 :uR) — 0.

De plus, en prenant un couplage (X,Y) de u et p? oi1 conditionnellement & | X| < R
onaY = X (ce qui est possible car u(B(0,R)) < 1 = uf*(B(0,R))), on a

Wi(k®,p) < /(|$|+R)1x|>3du< 2/|x!]l|z|>Rdu 0.

De plus, comme [ |z|dp, — [ |z|du, on a aussi pour tout R

/\$|]lx|>1~zdﬂn —>/|$|]lx|>RdM-

Donc pour tout € > 0 on peut trouver R arbitrairement grand et N tels que pour
tout n > N

Wl(:urlz%a/‘n) <e.

Alors en prenant R assez grand,

lim sup Wi (ptn, 1) < limsup(Wa (s, i) + Wi (il ) + Wi (p®, p) < 2e.

Comme € est arbitraire, ceci conclut la preuve. O

Proposition 5.4.12. Soit iy et v deux mesures de probabilité sur R. On suppose que
v a une densité bornée par rapport 4 la mesure de Lebesque, et soit C un majorant

de la densité. Alors
diol(p, V) < 24/ CWi (1, v).

Proof. Soit x € R, € > 0 et g7 la fonction définie par

1sit <o
g1(t) =< 0sit>a+e;
Ersite (z,z+e)



Alors g1 est e~ -lipschitz, et 1(—s02] < g1. Donc

p((—00,z]) = v((—00,2]) < plg1) — v(g1) + v(g91) — v((—00,]).

Or u(g1) = v(g1) < e 'Wilp,v), et v(g1) — v((—o0,2]) < v((z,2 +¢)) < Ce car la
densité de v est bornée par C. On en déduit

dKol(N, l/) < 8_1W1(u, l/) + Ce.

On peut alors prendre € = /W;/C pour conclure. O

5.5 Théoréme de représentation de Skorokhod

Théoréme 5.5.1. Soit (i )nen une suite de lois de probabilité sur un espace polon-
ais (E,d), qui converge étroitement vers une mesure de probabilité u. Alors il existe
un espace de probailité (Q, F,P) et des variables aléatoires (Zy,)nen et Z sur cet es-
pace telles que

1. Pour tout n € N la loi de Z,, est uy, et la loi de Z est p;
2. (Zn)nen converge p.s. vers Z.

Cas E=R. Si F, : x — p((—o0, z] est la fonction de répartition de la mesure de
probabilité p sur R, alors la fonction
Fu_l(t) = inf{zx € R, Fj,(x) > t}

est une fonction de (0,1) dans R, telle que si U est uniforme sur (0,1), alors F,; ' (U)
a pour loi p. Cette construction nous permet de constuire des suites de variables
de lois données, mais fortement corrélées.

Si py, converge étroitement vers p, alors on a pour tout t € (0,1)

F7N(t) < liminf F, N(t) < limsup F), ' (t) < F;'(t+)

ol F;l(t—i—) est la limite a droite de Fu_l en t. Comme F;l est monotone, elle est
continue presque partout, et on en déduit que F,, Ll(U ) converge p.s. vers F.,1(U),

o
ce qui conclut la preuve. O

Preuve du cas général pas faite en cours. O

Exercice 5.5.1. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoire réelles uniformément
intégrable, et qui converge en loi vers X. Alors E[X,,] — E[X].

Solution 5.5.1. D’apres le théoréme de Skorokhod, il existe une suite de variables
Y,, constuites sur un méme espace de probabilité, telles que pour tout n X,, et'Y,, ont
la méme loi, et Y, converge p.s. vers un variable Y de méme loi que X. L’uniforme
intégrabilité étant une propriété qui ne dépend que de la suite des lois, les Y, sont
ausst uniformément intégrables.

D’apres le Théoréme[2.4.7, une suite de variables aléatoire uniformément inté-
grables qui converge p.s. converge aussi dans L', la conclusion suil.
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5.6 Appendice : convergence faible-* et convergence en
loi

Cette section ne sera pas traitée en cours.

Définition 5.6.1 (Convergence vague). Une suite (i) de mesures de probabilité
sur un espace métrique (E,d) converge vaguement vers une mesure (i si pour toute
fonction continue a support compact,

/fd,un—>/fd,u,.

La convegrence étroite implique la convergence vague, mais la réciproque est
fausse en général. Toutefois, sur R? on a le résultat suivant :

Proposition 5.6.2. Une suite de mesures de probabilité (p,) sur RY converge
étroitement vers une mesure de probabilité p ssi elle converge vaguement et si
pn(RY) — 1.

Plus généralement, ce résultat est vrai si I’espace métrique (F,d) est localement
compact.

Proof. L’'implication réciproque est immeédiate. Prouvons le sens direct.

Soit f une fonction continue bornée et (y,) une suite croissante de fonctions
continues a support compact dont la limite est la fonciton constante égale & 1. Les
fonctions fpy sont continues & support compact, donc pour tout £ on a

i [ foud — [ foudn.

h?l/(pgd,u: 1; hm/‘;@ﬂdﬂn = /@Zdu'
n

Or
‘/fdﬂn_/fdﬂ' < ‘/fdun —/fwdun
+ ‘/fwdun—/fwdu‘ + ‘/fwdu—/fdu'
< ‘ [ e~ | fwdu'+|f||oo (2— [ evdin~ | wdu>

et on conclut en prenant la limsup lorsque n, puis ¢, tendent vers l'infini.

On a aussi

O

Dans le cas d’un espace compact, la convergence étoite et la convergence vague
coincident. Dans le cadre non-compact, la topologie étroite ne coincide plus avec
la topologie vague, et c’est la convergence vague dont la topologie coincide avec la
topologie faible-* :

Théoréme 5.6.3 (Théoréeme de représentation de Riesz-Markov-Kakutani). Soit
(E,d) un espace métrique localement compact. On munit ['espace des fonctions
continues a support compact C.(E) de la topologie de la convergence uniforme.
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Alors pour toute forme linéaire ¢ continue positive sur C.(E) il existe une mesure
borélienne positive i telle que

B(f) = / fdu Vi € ColE).

Si de plus on demande que la mesure p soit réguliére, alors elle est unique.

On peut donc identifier I'espace des mesures de probailité boréliennes réguliéres
avec le sous-espace des formes linéaires continues positives et de norme égale a 1.

Ce résultat n’est pas vrai pour la convergence étroite : méme si les mesures
de probabilité représentent des formes linéaires continues sur ’espace des fonctions
continues bornées, il existe des formes linéaires continues qui ne sont pas représenta-
bles par des mesures.

A partir du théoréme de Riesz-Markov-Kakutani et du théormme de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, on en déduite le théoréme suivant :

Proposition 5.6.4. L’espace des mesures positives de masse totale inférieure ¢ 1
est compact pour la convergence vague.

Toute suite de mesures de probailité a donc une valeur d’adhérencepour la con-
vergence vague, mais elle peut avoir une masse totale strictement inférieure & 1. En
effet, 'espace des mesures de probabilité n’ets pas fermé pour la convergence vague
si I’espace sous-jacent n’ets pas compact. Ceci explique le théoréme de Prokhorov
: la seule obstruction & la compacité de ’espace des mesures de probabilité sur un
espace localement compact est le phénoméne de perte de masse.
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Chapter 6

Autour du théoréme central limite

6.1 Rappels sur le TCL

Si X = (X1,...,X4) est un vecteur aléatoire de dimension d dont les coordonnées
sont L2, on notera Cov(X) sa matrice de covariance, définie par

COV(X)L]' = E[XZX]] — E[XZ]E[X]]

Cette notion est invariante par translations, et une matrice de covariance est tou-
jours symeétrique et positive. Si on applique la transformation affine

X — Cov(X)"V3(X — E[X])
on obtient un vecteur centré, dont la matrice de covariance est égale a l'identité.

Définition 6.1.1 (Vecteurs gaussiens). Une variable aléatoire X = (X1, ..., Xq) a
valeurs dans R? est un vecteur gaussien si pour tout y € R% la variables X -y est
une variable gaussienne réelle.

Proposition 6.1.2. La loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par son espérance
et sa matrice de covariance. On notera N (x,A) la loi d’un vecteur gaussien
d’espérance x et de matrice de covariance A.

On peut aussi caractériser les vecteurs gaussiens par leurs fonctions caractéris-
tiques :

. 1
PN (,4)(2) 1= expliz - 2 + 5 (Az, 7).

Théoréme 6.1.3 (Théoréme central limite). Soit (X;)ien une suite de v.a. i.i.d.,
centrées et dont les matrices de covariance sont égales a 'identité. Alors

1 - loi
— > X; =55 N(0,1d).
vn i=1
Exercice 6.1.1. Utiliser le théoréme de Prokhorov et le TCL unidimensionnel pour

démontrer le TCL multidimensionnel.

Solution 6.1.1. Soit Y, = ﬁzz;l X;. Comme on a une borne uniforme sur
le second moment de la norme des vecteurs aléatoires Y;, la suite de leurs loi est
tendue, et donc on peut en extraire une sous suite qui converge en loi vers une loi
w sur RY.
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Comme pour tout vecteur p fizé les variables aléatoires Y, - p vérifient les hy-
potheses du TCL unidimensionnel, on en déduit qu’elles converent en loi vers une
gaussienne unidimensionnelle centrée de variance |p|>. Par continuité, la mesure
image de p par Uapplication x — x - p est alors une mesure gaussienne centrée de
variance |p|?. Par définition, p est donc une mesure gaussienne multidimension-
nelle centrée, et sa matrice de covariance est alors Id.

6.2 Théoréme de Lindeberg

Le but de cette section est de relacher I’hypothése que toutes les variables aléatoires
ont la méme loi dans le TCL.

Théoréme 6.2.1 (TCL de Lindeberg). Soit (X]')nen,i<n une famille de variable

7
indépendantes centrées, et Uzn = E[(X™)?]. On pose

n n
= n, 2 ._ 2
Sp 1= g X sy = g Tin
i=1 i=1

St pour tout € >0 on a

1
fim 52 ZE[(X?)Q]llXZ'bssn] =0
=1

n—o0

alors Sy /s, converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.

Nous allons remettre la preuve de ce théorme, et d’abord voir quelques corol-
laires, plus facilement applicables en pratique.

Corollaire 6.2.2 (TCL de Lyapunov). Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que
1 n
. é
hglsm > E[XPPH) =0.
nog=1
Alors Sy, /sy converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.
Proof. En utilisant I'inégalité de Holder avec exposants (24 9)/2 et (2+46)/0, on a
E[X]1)x, 5es,] < E[X7T)YCHOR(X,| > e5,)°/ 1),

Or, en utilisant I'inégalité de Markov

E[1X;|*™]
P(|X;| > < —
(| z‘ SSn) (Esn)2+5
et donc o o
o) ZE[XiQ:H‘|Xz‘|>€Sn] < 255 ZEUXHH(S]E‘?*&-
n =1 noog=1

On en déduit que 'hypothése du TCL de Lyapunov est effectivement plus forte que
I’hypothese du TCL de Lindeberg. O

Exercice 6.2.1. Montrer que si inf;0;,, > a > 0 et sup, E[|X*] < 8 < o0
alors on peut appliquer le TCL de Lyapunov.
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Solution 6.2.1. On a

1+6/2
2+ = <Z o2 ) > 2top1+0/2

i,n
et
n
> E[IX] ) < fn.
i=1
Donc

1 <& B
— ) E|XM*) < ———— — 0.
s B

Le TCL de Lyapunov est donc applicable.

Exercice 6.2.2. Montrer que la condition de Lindeberg implique que

2
i\n

— 0.

lim max 3
n <n Sn

Solution 6.2.2. Pour tout ¢ >0, on a

2 2_2 n\2
max o7, < 5,&° + max E[(X;")7 1 xn|>cs, ]
<n <n g

n
< 53L52+ Z E[(X?)21|X?\>esn]
i=1

Et donc, en utilisant la condition de Lindeberg,

2
. %M
lim sup max —= < g2,
n <n S

n
Comme € était arbitraire, on en déduit la convergence vers 0.
Corollaire 6.2.3. Dans le cadre du TCL de Lindeberg, si il existe 5 > 0 tel que pour

tout i,n | X' < B et s, — 00, alors Syp/s, converge en loi vers une gaussienne
centrée réduite.

Proof. Comme les X' sont uniformément bornés, pour tout ¢ > 0, dés que n
suffisamment grand et pour tout i« < n on a P(|X['| > es,) = 0. L’hypothése du
TCL de Lindeberg est donc vérifiée. O

Passons maintnant a la preuve du TCL de Lindeberg. Elle reposera sur les deux
lemmes élémentaires suivants :

Lemme 6.2.4 (Développements de Taylor). Pour tout x € R, on a

e — 1| < min(2,]z]); [€ — 1 — iz| < min(2|z|,2%/2); (6.1)
e — 1 — iz + 2%/2| < min(z?, |z]?/6). (6.2)
Lemme 6.2.5. Pour toutes collections z1, ..., z, et wy, ..., w, de nombres complexes

de modules tous inférieurs ¢ 1, on a

n n

[[ == [Tw
k=1 k=1
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Preuve du TCL de Lindeberg. Le but va étre d’appliquer le théoréme de Lévy, en
faisant un développement asymptotique de la fonction caractéristique. Sans perdre
de généralité, on supposera s, = 1 pour tout n.

On pose S, := i Y r_1 X}, et on notera ¢y la fonction caractéristique de la
loi de la variable aléatoire U. Par indépendance, on a

n
s, (x H

De plus, en utilisant le Lemme [6.2.4] on a
(@) =1+ 120 ,/2] < CE[min((X])%, 8| X71)];
et comme, pour tout € > 0,

Efmin((X})2, [H1XF)] < [UEIXEPLxp <d] + EIXE P se)

<
< |tleoi,, + E[|X£\21\Xg|>s]-
Donc, en sommant sur k£ < n, comme s, = 1 on obtient

hmsupz lo(z) — 1+ t20f /2] < |tle.

k<n

Comme ¢ était arbitraire, on a

tim Y [o(2) — 1+ P07, /2| = 0.

k<n

De plus, comme maxj<, 0k, — 0 quand n tend vers U'infini (cf. Exercice ,
pour t fixé et n suffisamment grand les 1 — O'k 2 sont tous plus petits que 1 en
valeur absole, et donc on peut appliquer le Lemme [5.2.5] et on obtient

H pxp(t) = [ (1 = 07 ut?) +0(1) = exp(—2/2) + o(1),

k=1

oll on a une nouvelle fois utilisé que maxy<y, ox, — 0. Ceci conclut la preuve.
O

6.2.1 Une application en combinatoire

Nous allons maintenant voir une conséquence du TCL de Lindeberg 1’étude des
permutations aléatoires : les fluctuations du nombre de cycles d’une permutation
aléatoire uniforme sont asymptotiquement gaussiennes.

Notre but va étre de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 6.2.6. Soit m, une permutation aléatoire uniforme de S,, et K,
Sn — N la fonction qui, a une permutation de S, associe le nombre de cycles
dans sa décomposiiton minimale en produit de cycles. Alors

Kn(ﬂn) - E[Kn(ﬂ—n” loi
Var (K, (m,))/2

Loi AP0, 1).
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Pour se ramener au TCL de Lindeberg, il nous faut représenter K, (m,) comme
une somme de variable indépendantes. Pour cela, on va utiliser le couplage de Feller,
qui construit une permutation aléatoire uniforme de S, a partir d’une famille de
variables X7, ..., X]” indépendantes, de lois

P(X]'=0)=1-= P(XP=1)=

1
i
Pour cela, on procéde en n étapes. A la premiére étape, on part avec I’élément 1,
et on lui choisit une image uniformément au hasard, en choisissant comme image
1si X! =1 (ce qui clot un cycle). Ensuit, a 'étape i, on clot le cycle courant si
X, _i+1 =1, et on redémarre un nouveau cycle avec le plus petit éléme pour lequel
on n’a pas encore choisit d’image. Sinon, si X,,_;4+1 = 0, on chosiit une image au
denrier élément du cycle uniformément parmis les éléments qui ne sont pas encore
dans un cyle, et on démarre l’étape suivante avec ce méme cycle inachevé comme
cycle courant.

Cette procédure définit bien une permutation aléatoire uniforme. Et avec cette
représentation, s m, est la permutation aléatoire qu’on a construit, comme & chaque
étape on ferme un cycle ssi X', ; =1, 0on a

n
Kn(mn) =) X"
i=1

Donc K, se représente bien comme une some de variables indépendantes, mais pas
identiquement distribuées. Donc on ne peut pas appliquer le TCL classique, mais
on peut espérer appliquer le TCL de Lindeberg. Et en fait, ce sera le Corollaire
6.2.3| qu’on va pouvoir appliquer. En effet, pour tout i,n | X! — E[X"]| < 1, alors

que
n

0 — 1
s2 :Z:zli2 =logn — oo.
i=1
Exercice 6.2.3. A partir du couplage de Feller, calculer E[K,, ()] et Var(K,, (m,)).

Solution 6.2.3. On a

=1 =1
et
Var(K,(m,)) = Z;Var(Xl) = 3 5

6.3 Vitesse de convergence dans le TCL

6.3.1 Lemme de Stein

Le but de cette section est de donner une borne sur la distance Wi (u,7y) entre une
mesure de probabilité arbitraire sur R et la loi gaussienne centrée réduite, via des
formules d’intégration par partie. Le point de départ est la caractérisation suivante
de la mesure gaussienne :
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Lemme 6.3.1 (Lemme de Stein). La loi normale centrée réduite N'(0,1) est la
seule loi de probabilité sur R telle que pour toute fonction C, & croissance au plus
polynomiale et dont la dérivée est & croissance au plus polynomiale, on ait

E[X f(X)] = E[f'(X)].

Le fait que la mesure gaussienne vérifie cette formule se prouve par IPP, car

/ af(x)e ™ Pdy = — / Flem™ /Y dg = / Fle ™ 2dz,

On omet la preuve du sens réciproque, qui sera impliquée par la proposition ci-
dessous.

Le résultat principal de cette section est que ce lemme peut étre renforcé en une
version quantitative :

Proposition 6.3.2. Soit v la loi N(0,1). Pour toute mesure de probailité p sur
R, on a

Wi(p, ) < sup E.[f(X) - X f(X)].
11101 oo <100 <4

Il est possible d’améliorer les constantes 1 et 4 dans ce résultat, mais la preuve
serait un peu plus longue et technique que celle qu’on donnera.
La preuve repose sur le lemme de régularisation suivant

Lemme 6.3.3. Soit h une fonction 1-lipschitz. Il existe une solution f de l’équation
différentielle
fr—af= h_Ev[h]

telle que | floo <1, [f'loo <1 et [f"]oc <4
Proof. Pour cette preuve, on rappelle le Théoréme [2.4.9]: toute fonction lipschitz
est dérivable presque partout. On peut alors définir la fonction A’ comme étant
la dérivée de h aux points ou elle existe, et 0 partout ailleurs. On a de plus
h(z) = h(y) + [, I (t)dt

On peut alors directement vérifier que la fonction suivante est une solution de
I’équation différentielle :

! 1
f(z) = —/0 WJEV[XM\/& + V1 —tX)]dt

En effet, en dérivant sous 'intégrale (ce qui se justifie par le théoréme de convergence
dominée), on a

/ . ! 1 /
f(x)——/o S A= E,[XR (Viz + V1 —tX)]dt (6.3)

Mais par intégration par partie gaussienne
E,[Xh(Viz + V1= 1tX)] = V1 — (B, [l (Vix + V1 - tX)]. (6.4)

Donc

f(@)—af(x / [( s’ \/>h’(fx+VfX)

—/OlﬂaV [jth \fx+ﬁx)]
(z)

H
Q
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Ce n’est pas la seule solution de ’équation différentielle, mais on peut montrer que
c’est la seule solution bornée, car la différence de deux solutions est nécessairement
de la forme Ce®*/2,

A partir de cette formule, on peut explicitement calculer les bornes voulues.
Tout d’abord, comme |1/| < 1, en utilisant (6.4)), on a

1
1
<[ —dt=1.
1Mo < [ 5oz
Ensuite, en utilisant (6.3, on a

1
1
Moo € | ——=E,[|X|Jdt < 1.
17lle < | 5A B lIXT

Pour borner la dérivée seconde, en dérivant ’équation différentielle, on a
f//_xf/:f+h/

Donc on peut voir f/ comme la solution bornée de I’équation différentielle en prenant
comme second membre h = f + h/, qui vérifie la borne |h|o < 2. On peut vérifier
que les solutions bornées de I’équation différentielle f/ — zf = g — E,[g] peuvent
aussi s’écrire sous la forme

fl@) =/ /_‘” (9(y) — E,[g))e ™" 2dy.

En effet, c’est bien une solution, et elle n’explose pas exponentiellement & I’'infini,
donc c’est la méme solution que celle définie par la formule de représentation
stochastique ci-dessus, puisque deux solutions différent nécessairement par un terme
de la forme Ce®*/2. Alors on a

£/(@) = 9(0) ~ B lg] + e/ | " (gly) — B [g)e v 2y,

— 00

et donc
@) < 1lg — B (9)l (1 T e (m -/ eyzﬂdy» |

On a ensuite I'inégalité classique sur la fonction de répartition gaussienne suivante
(inégalité de Mills)
—x2/2

“+oo
(&
/ 6_y2/2dy <
- T

qui permet de conclure. Pour démontrer cette derniére, on a
(—exp(—a?/2)/x) = exp(—a?/2) + exp(—a?/2) /a” > exp(—a” /2)

et on conclut en intégrant. O

Preuve de la Proposition[6.53.4 Par définition de la distance W1, on a
Wi(u,v) = sup Ep[h] — B[R]
hl1-—lip

Pour toute fonction h 1-lipschitz, on substitue ensuite & h —E, [h] la fonction f'—z f
avec f la solution de I’équation différentielle donée par le lemme de régularisation.
Comme cette solution vérifie les bornes |f|,|f'] < 1, et |f”| < 4, le résultat suit
immeédiatement. O
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6.3.2 Meéthode des paires échangeables et application au TCL

Dans cette section, on va voir comment utiliser le lemme de Stein pour donner une
borne sur la vitesse de convergence dans le TCL.

Théoréme 6.3.4. Soit (W, W') une paire de variables aléatoires aléatoires réelles,
de méme loi, centrées et de variance égale a 1. Supposons de plus que il existe
A€ (0,1) tel que

EW' — W|W] = —AW.

Alors si Z est une gaussienne centrée réduite,

Wi (W, Z) < \/Var <IE [;AW/ — W)2|WD + %EHW’ — W3

Proof. Le but va étre d’appliquer la Proposition [6.3.2] Soit f une fonction avec
If1, 11 <1, |f"] < 4. Posons

x
Fo)i= [ fw)d.
0
On a alors, via un développement de Taylor

0=E[F(W') - F(W)]
1

=E|W —W)f(W)+ 5(W’ —~ W) f'(W)+ R

_ E[W (W) + %E[(W’ — W) (W)] + E[R]

avec 1 9
B < Gl el W' = W < S[W' = W,

On en déduit que

1
—E
2A

< \/Var (E [21)\(W/ - W)2|WD + %E[IW’ - W

[ELf/(W) = WW)]| < SE((W = W) = 1) 1" (W)] + %EHW’ — WP

ot on a utilisé¢ E[(W’ — W)?] = 2 — 2E[W'W] = 2). La Proposition permet
de conclure. ]

A partir de ce résultat, on va pouvoir prouver le théoréme suivant, qui est une
variante du théoréme de Berry-Essen sur la vitesse de convergence dans le TCL :

Théoréme 6.3.5. Soit (X,,)nen une suite de variable aléatoire i.i.d. centrées ré-
duites, et S, :=n"Y23"" | X,. Alors

16 1
7)< ——E[1 X ]2+ ——=

ot Z est une variable gaussienne centrée réduite.

VE[X1[4].
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Il est possible de prouver une version plus forte de ce théoréme, ou il faut
seulement une borne sur le moment d’ordre 3. Si le moment d’ordre 3 est infini, la
vitesse de convergence est en général plus lente qu’en 1/4/n.

Proof. Le but va étre d’appliquer le Théoréme6.3.4] il nous faut donc construire une
paire pour S, qui vérifie les hypothéses du théoréeme. Nous allons la construire en
choisissant uniformément au hasard 1'un des éléments de la somme, et le remplacer
par une copie indépendante.

Soit X’ une copie indépendante des X;, et I un élément de {1,...,n} choisi
uniformément au hasard, indépendamment des X; et de X’. On pose

X Xy

Par symeétrie, (S, S],) est une paire échangeable, et de plus

Sl

n

!/
Bish - SulS,] =B | 52 - 7

vnoo\/n
Donc les hypothéses du Théoréme sont vérifiées avec A = 1/n. De plus

\&J:—la.
n

E[|S, — S4[*) = n~¥2E[1 X1 — X{ ] < SE[|X1[?]
et

Var(E[n(S!, — S,)%|S,]) = Var <iE[Z X,?ysn]> < Var <?11 ZX?) < E[X{]

n

La conclusion suit immédiatement.
Dans cette derniére étape, on a utilisé le fait que pour toute variable aléatoire
rélle Y et sous-tribu JF, on a

Var(Y) = inf E[(Y — c)?] = inf E[(E[Y — F] — ¢)?] = Var(E[Y|F)).

O]

Exercice 6.3.1. Quelles bornes obtient-t-on pour la convergnce d’une somme de
variables de Bernoulli de parameétre p?

6.4 TCL martingale

Dans cette section, nous allons voir un TCL dans le cas ol les variables sont des
incréments de martingales (et en particulir, peuvent ne pas étre indépendantes).

6.4.1 Théoréme principal

Théoréme 6.4.1 (TCL Martingale). Soit (kn)nen une suite croissante d’entiers
naturels, (ff)jgkmneN une famille de sous-tribus de F, telles que pour tout n fizé
la suite (‘F}l)j<kn soit une filtration par rapport & la variable j. Pour tout n, on
se donne une martingale (M}l)jgkn par rapport & la filtration (.7-";‘) (toujours par
rapport a la variable j), et avec MY = 0 pour tout n. On suppose que

1. Elmaxjck, -1 [M}y, — M7P] e U
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2. Z?Zl(MJn - M]”fl)2 converge en probabilité vers la constante 1.
Alors My converge en loi vers une gaussienne cenirée réduite.
La preuve utilisera le lemme suivant :
Lemme 6.4.2. Soit (U,) et (V,,) deuz suites de variables aléatoires. Supposons que
1. (Un)nen converge en probabilité vers une constante a;
2. Les suites (V) nen et (UpnVi)nen sont uniformément intégrables;
3. E[V,] — 1.
Alors E[U,V,,] — a.

Proof. On a E[U,V,| = aE[V,] + E[V,,(U,, — a)], donc il suffit de montrer que
E[V, (U, — a)] tend vers 0. Comme (V, (U, — a))nen est uniformément intégrable,
car somme de variables uniformément intégrables, il suffit de montrer la convergence
en probabilité vers 0.

Or pour tout K > 0, on a

P(|Vo (U, — a)| > ¢) < P(|U,, — a| > ¢/K) + P(|V,,| > K).

Comme (V,,)nen est uniformément intégrable, on peut choisir K pour rendre le sec-
ond terme arbitrairment petit. Et comme (Up,),en converge converge en probabilité
vers a, le premier terme tend vers 0, et donc on a bien

limsup P(|V,,(Uy, — a)| >¢) =0 Ve >0,

ce qui conclut la preuve. ]

Preuve du Théoréme[6.4.1 Nous allons faire la preuve sous I’hypothése supplémen-

taire
kn

Y, Y (M- M} )’ <2 (6.5)
j=1
Le cas général se traite & partir de celui 13, avec une procédure de cutoff supplé-
mentaire, qu’on omet ici. Le but va étre de montrer la convergence de la fonction
caractéristique de M} vers exp(—t2/2), et d’appliquer le théoréme de Lévy. Tout
d’abord, via un développement de Taylor, on peut écrire

exp(iz) = (1 +ix) exp(~2*/2 + r(x)); |r(z)| < |a]*.

Alors, en posant Z; =M — M, ona

kn kn
Elexp(itM: )] = | [] (1 +itZ}) | exp | =2 (Z)* + > r(tZ})
J<kn Jj=1 Jj=1
On souhaite appliquer le Lemme [6.4.2] avec
kn kn
Vo = H (1+idtZ); Un:=exp —t? Z(ZJ")2 + ZT(tZJn)
<kn j=1 =1

Pour cela, montrons que les hypothéses du Lemme sont vérifiées.
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1. Par hypotheése, Zki (Z]’-"‘)2 converge en probabilité vers 1, donc il suffit de

montrer que %" i1 7(tZ}) converge en probabilité vers 0. On a

kn

S rtzy)| < Jtf Z|Z”|3

j=1

< \t\gmaX\Z”]Z \Z7?
7j=1
< 2|t|3maX|Z;-L\.
j<kn

Cette variable converge vers 0 dans L', et donc en probabilité. On en déduit

que U,, converge en probabilité vers exp(—t2/2).

2. Comme la suite (U,V;)nen est bornée (en module) par 1, elle est unifor-
mément intégrable. Pour l'uniforme intégrabilité de V,,, grace a l'inégalité

11+ ix|? < exp(2?), on a

1
Val Sexp | 522 (Z])? | < exp(t?),
j=1

ce qui nous suffit.

3. Enfin, par la propriété de martingale,

EV, =E | [[+itz})| =E|E | [] 0 +itZ})| Fr,—
| i<kn 5<kn

=E| [[ Q+aZ)E(1+itZ; )| Fi,1]| =E

Par récurrence, on obtient bien E[V,] = 1.

IT a+itzy)

Jj<kn—1 Jj<kn—1

L’application du lemme et du théoréme de Lévy permet donc de déduire le résultat

sous I'hypothese supplémentaire (6.5]).

6.4.2 Application aux chaines de Markov

Théoréme 6.4.3. Soit (X,)nen une chaine de Markov irréductible sur un espace
fini X, de mesure invariante w. Soit f : X — R une fonction (qui n'est pas

identiquement égale a 0) vérifiant E;[f] = 0. Alors sous Pr on a

Zf loz (00’)

avec une variance o2 > 0 qui ne dépend que de f.

La preuve va utiliser le lemme suivant :
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Lemme 6.4.4. Soit Q) la matrice de transition d’une chaine de Markov irréductible
sur un espace fini X, et w sa mesure de probabilité invariante. Soit f : X — R
telle que E[f] = 0. Alors il existe une fonction h : X — R telle que f = h — Qh.

Proof. Tout d’abord, on a
RI¥l = Ker(I — Q*) @ Im(I — Q).

L’espace Ker(I — Q*) est l'espace des mesures (signées) invariantes. On sait que
comme la chaine de Markov est irréductible sur un espace fini, les mesures invari-
antes forment un espace de dimension 1, et donc dim(Ker(/d — Q*)) = 1. Comme
E.[f] =0, f est orthogonale & cet espace, et donc f € Im(I — Q). O

Preuve du Théoréme[6.4.3 Le but va étre d’appliquer le TCL pour les martingales,
via la décompositon de Doob-Meyer de S, := > | f(X;), qui va pouvoir étre
rendue plus explicite via la fonction h telle que f = h — Qh, donnée par le Lemme
[6.4.4] et ou @ est la matrice de transition de la chaine de Markov.

On a

S, 1 & Qu(Xop) — Qu(X,) 1
Lono_ - u(X;) — Qu(X;) = 4+ — u(X;) — Qu(X;-1).
vn o n ; NG Vn ; '

Or comme l’espace est fini, u est bornée, et donc W converge p.s. vers

0, donc la limite en loi de S/y/n est la méme que celle de My/\/n, ot

M, = ; u(X;) — Qu(Xi_1).

Or M, est une martingale, et on va pouvoir appliquer le TCL martingale. A cause de
la normalisation en /n, comme u est bornée, le maximum des incréments converge
vers 0, et donc il nous suffit de calculer la limite de n=1 > (u(X;) — Qu(X;-1)%
On va chercher & appliuer le théoréme ergodique pour les chaines de Markov. Tout
d’abord, Y; = (X;, X;+1) est une chaine de Markov sur (un sous-ensemble de) E X E,
dont la matrice de transiton est

Q((a’ b)? (C’ d)) = ILb:cQ(b7 d)

On vérifie que 7((a,b)) = 7(a)Q(a, b) est une mesure de probabilité invariante. On
applique le théoréme ergodique avec la fonction f(a,b) = (u(b) — Qu(a))? a cette
chaine de Markov pour obtenir

1 5.
- D (u(Xi) = Qu(Xi1)® 5 Er[(u(X1) — Qu(Xo))®.
On a, via un conditionnement,

Ex[(u(X1) - Qu(X0))’] = Ex[u* — (Qu)’] > 0.

On a donc convergence en loi vers une gaussienne centrée de variance 02 = E [u? —

(Qu)?]. 0
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Exercice 6.4.1. On considére la chaine de Markov sur {0,1} dont la matrice de

transition est donnée par
11—« a
Q‘( G 1—ﬁ>

avec «, B €]0,1[. étudier le comportement asymptotique des fluctuations de la pro-
portion de temps passé en 0.

Solution 6.4.1. La chaine de Markov est irréductible sur un espace fini, donc
récurrente. Un calcul montre que la mesure de probabilité invariante est donnée par
(B/(a + B),af(a + B)).

Si f(x) = 1y=0, alors E;[f] = B/(a+f). La résolution de l’équation f—E [f] =
u — Qu donne u = (0,—(a + B)71). La variance limite dans le TCL pour les
fluctuations de n=123" f(X;) est donnée par

e _502+a(1—ﬁ)2:aﬁ(a—6+2)
(+8)° (o +8)° (a+8)°

Eﬂ[UQ - (QU)Q] =
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Chapter 7

Introduction aux inégalités de
concentration et aux grandes
déviations

7.1 Premiers exemples

On g’intéresse a la probabilité observer une déviation significative dans la loi des
grandes nombres pour une somme de variables iid. Le TCL régit déja la probabilité
de voir des déviations d’ordre n!/2. Ici, on s’intéressera a la probabilité de voir des
déviations d’ordre n, i.e. & des événements de la forme

1
P [HZ:XZ > E[X/] —i—r} ;> 0.
Commencons par regarder le cas le plus simple, celui de variables gaussiennes. Si

les X; sont des gaussiennes centrées réduites iid, alors 2 >~ X; suit une loi N'(0,n 1),
et donc

P E S X > E[Xi])+ r] - /OO ﬁexs;%”t2/2dt

exp(—nr?/2).

1
~ /nry/ 2w

En particulier
2

1 1 T
—logP | — X, >r| — ——
n o8 [n Z " T} 2
pour tout r > 0. On peut montrer que cette asymptotique est encore vraie pour les
déviations par en dessous par symétrie, i.e.
1 1 r?
—logP | — X, < —r| — ——
n 08 [n Z ‘e T} 2
L’échelle logarithmique s’avére étre la bonne échelle pour étudier I’asymptotique
de cette probabilité pour des variables générales. Toutefois, contrairement au TCL,
la limite n’est pas universelle, mais dépend des détails de la loi des X;.

85



Commencons par regarder un deuxiéme exemple, celui des variables de Bernoulli
symétriques. On a

Pour x > 1, on a trivialement
1
lim —log P(S,, > xn) = —oc.
n

Prenons maintenant x € [1/2,1]. Comme les coefficients binomiaux sont décrois-
sants pour k > n/2, pour { = |xn| on a

1 /n n+1(n
— < > < — .
o <€> <P(S, > an) < on <£>

Or, par la formule de Stirling,

1 1
lim — log (n) = lim —(logn! — log ¢! — log(n — £)!)
non

nn 4
n—1/{ n—2¥

log(n —¢) +

n
:hm—élog <€> —n_glog <n—€>
non n n n

= —zlogzx — (1 —z)log(l — z).

zlimlogn—1—£10g£+£_
n n n n

On en déduit que

1
lim — logP(S,, > zn) = —zlogx — (1 — z)log(1l — x) — log 2.
non

Par symétrie, on a pour x € (0,1/2)

1
lim — logP(S,, < zn) = —zlogx — (1 — ) log(1l — x) — log 2.
non

On voit donc que cette limite est différente pour les variables gaussiennes et
pour les variables de Bernoulli. La question est donc de comprendre comment
calculer cette limite pour des variables plus générales. Mais pour commencer, on
va regarder de soutils pour donner de sbornes exponentiellement petites sur des
probabilités d’événements dans différentes situations.

7.2 Inégalité de Chernoff et conséquences

7.2.1 Inégalité de Chernoff
Proposition 7.2.1 (Inégalité de Chernoff).

P[f(X) > r] < inf e ME[eM )],
[f(X) 2 r] < inf ™ E[Y ]

Exercice 7.2.1. Utiliser l’inégalité de Markov pour démontrer cette inégalité.
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Regardons déja ce que donne cette inégalité pour une variable gaussienne. Soit
X de loi N'(0,0?). Alors

E[exp(AX)] = exp(A\26?2/2).

Appliquer l'inégalité de Chernoff nous donne alors
A2g?

PIX =>r| < ir){fexp < — Ar) = exp(—r?/(20?)).

Si on reprend le calcul de la section précédente, on ale développement asymp-

totique
1

rov2m

PX>r)= exp(—r?/(20%)).

La borne donnée par I'ingalité de Chernoff est donc déja trés précise, pusiqu’elle
ne peut pas étre amélio